Teoria grafurilor

Arbori, parcurgeri si drumuri minime

Codul Priifer - Arbori partiali de cost minim - BFS si DFS - Punti - Dijkstra - Bellman-Ford - Drumul critic

Notatii si rezultate folosite

o Un graf G = (V, E) are n = |V| varfuri si m = |E| muchii. Pentru un varf v, N(v) este
multimea vecinilor lui v, iar d(v) = |N(v)| este gradul lui v.

e Un drum este un sir de varfuri vg,vy,...,v; in care oricare doua varfuri consecutive sunt
adiacente. Numarul k este lungimea drumului (numarul de muchii). Un ciclu este un drum
inchis (vy = vo, k > 3) cu varfurile vg,...,v;_1 distincte. Graful este conex daca intre
oricare doua varfuri exista un drum. Subgrafurile conexe maximale se numesc componente
coneze.

e Un arbore este un graf conex fara cicluri. Un arbore cu n varfuri are exact n — 1 muchii,
iar intre oricare doua varfuri ale sale exista un drum unic. Un varf de grad 1 se numeste
frunza. Orice arbore cu cel putin doua varfuri are cel putin doua frunze.

o Intr-un graf orientat muchiile sunt inlocuite de arce (u,v), parcurse doar de la v la v. Un
circuit este un drum orientat inchis. Un graf orientat fara circuite se numeste aciclic.

o Intr-un graf ponderat fiecare muchie uv are o pondere (lungime, cost, timp) w(uv).
Lungimea unui drum este suma ponderilor muchiilor sale, iar distanta dist(u,v) este
lungimea minima a unui drum de la v la v.

Memorarea grafurilor

Pentru a aplica un algoritm, graful trebuie memorat intr-o structura de date. Vom folosi ca
exemplu graful cu varfurile 1,...,5 si muchiile 12, 13, 23, 24, 45, deci cu n =5 si m = 5.
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Matricea de adiacenta este matricea A = (a;;) de dimensiune n x n cu a;; = 1 daca ij este
muchie si a;; = 0 in caz contrar. Pentru un graf neorientat matricea este simetrica, iar suma
elementelor de pe linia i este gradul lui i. Matricea ocupa n? pozitii, indiferent de numarul
muchiilor. Testul ,sunt 7 si j adiacente?” se face imediat, citind a;;. In schimb, pentru a gisi
vecinii unui varf trebuie parcursa toata linia lui, adica n pozitii.

Listele de adiacenta. Pentru fiecare varf v se memoreaza lista vecinilor lui, N(v). Concret,
structura are doua componente:

o Un tablou Cap[l..n], in care Cap[v] indica inceputul listei varfului v.

 Listele propriu-zise, in care fiecare element contine eticheta unui vecin si legatura catre
elementul urmator din aceeasi lista (sau marcajul de sfarsit, notat mai jos cu /).

Pentru graful din exemplu, listele (cu vecinii in ordine crescatoare) sunt:



Proprietati ale listelor de adiacenta.

o Intr-un graf neorientat, muchia uv apare de doud ori: v in lista lui u si uw In lista lui v.
Lungimea listei lui v este d(v), deci listele au in total ), d(v) = 2m elemente (in exemplu,
2434+242+1=10=2-5).

e Memoria ocupata este proportionala cu n + m, mult mai putin decat n? pentru grafurile
rare (cu putine muchii), cum sunt retelele rutiere sau arborii.

o Vecinii lui v se parcurg in d(v) pasi. Parcurgand vecinii tuturor varfurilor facem 2m pasi,
de aceea BFS si DFS au complexitatea O(n + m).

o Testul ,sunt u si v adiacente?” cere parcurgerea listei lui u, deci pana la d(u) pasi.

o Intr-un graf orientat, arcul (u,v) apare o singurd data, in lista lui u (lista succesorilor lui
u), deci listele au in total m elemente.

o Intr-un graf ponderat, fiecare element al listei memoreazsi perechea (vecin, pondere). De
exemplu, dacd muchia 12 ar avea lungimea 4, lista lui 1 ar incepe cu perechea (2,4).

Varianta cu doi vectori. Cand graful nu se modifica, listele se pot memora compact, una
dupa alta, intr-un vector L de lungime 2m, Impreuna cu un vector P de lungime n + 1, unde
Plv] este pozitia din L la care incepe lista lui v si P[n + 1] = 2m + 1. Vecinii lui v sunt atunci

L[P[v]],...,L[P[v+ 1] — 1]. Pentru exemplul nostru:
Pozi‘gie‘12345678910 v\123456
L \2313412254 P\13681011

De exemplu, vecinii lui 2 sunt L[3], L[4], L[5], adica 1, 3, 4.

Comparatie.
Matrice de adiacenta Liste de adiacenta
Memorie n? proportionala cu n +m
Test ,,uv este muchie?” un pas pana la d(u) pasi
Parcurgerea vecinilor lui v n pasi d(v) pasi

Algoritmii din acest seminar (BFS, DFS, Dijkstra) parcurg in mod repetat vecinii varfurilor, de
aceea folosesc listele de adiacenta. In toate aplicatiile, vecinii unui varf sunt examinati in ordine
crescatoare (respectiv alfabetica), adica in ordinea din lista.



Codul Priifer al unui arbore

Fie T un arbore cu varfurile etichetate 1,2,...,n, unde n > 3. Codul Priifer asociaza lui T" un
sir de » — 2 numere din {1,...,n}, din care arborele poate fi reconstituit complet.

Codificarea (arbore — cod)

Se repeta de n — 2 ori:

1. Se alege frunza cu cea mai micd etichetad.
2. Se scrie in cod vecinul acesteia (unicul ei vecin).

3. Se sterge frunza din arbore, impreuna cu muchia ei.

Dupa fiecare stergere raméane tot un arbore, deci pasul 1 se poate aplica din nou. La final raman
doua varfuri, unite printr-o muchie. Rezultatul este sirul (aq, ..., an—2).

Proprietatea gradelor. Fiecare varf v apare in cod de exact d(v) —1 ori. Intr-adevir, muchiile
lui v dispar pe rdnd. O muchie vz dispare fie cand x este sters ca frunza (si atunci se scrie v), fie
cand v Insusi este sters ca frunza (si atunci se scrie x), fie rimaéne ca ultima muchie a arborelui.
Doar una dintre muchiile lui v nu produce scrierea lui v: cea pe care o are v in momentul in
care este sters, sau ultima muchie, daca v ramane printre ultimele doua varfuri. In particular,
frunzele nu apar in cod.

Decodificarea (cod — arbore)

Fie un cod (ai,...,an—2). Atunci n este lungimea codului plus 2. Pentru fiecare varf v
calculam
d(v) =1+ (numdrul de aparitii ale lui v in cod).

Pentrui=1,...,n — 2:
1. Fie x cel mai mic varf nesters cu d(x) = 1.
2. Adaugam muchia z a;.
3. Stergem x si micsoram d(a;) cu 1.

La final raman exact doua varfuri nesterse, cu d = 1, pe care le unim printr-o muchie.

J

Decodificarea refd pas cu pas codificarea: la pasul 4, varfurile cu d = 1 sunt exact frunzele
arborelui curent, deoarece un varf care mai apare in restul codului mai are vecini de sters.

Teorema lui Cayley. Codificarea si decodificarea sunt inverse una alteia, deci stabilesc o
bijectie intre arborii cu varfurile 1, ..., n si sirurile de lungime n —2 cu valoriin {1,...,n}. Prin
urmare, numarul arborilor cu n varfuri etichetate este

n" 2.

Folosind proprietatea gradelor, numarul arborilor in care varfurile au gradele date dy, ..., d, > 1,
cudy +---+d, = 2n — 2, este numarul de siruri in care v apare de d,, — 1 ori:
(n—2)!
(dy — D) (dy — 1)+ (d, — 1)1




Arbori partiali de cost minim (algoritmii lui Kruskal si Prim)

Fie G = (V, E) un graf conex, cu ponderi w(e) pe muchii. Un arbore partial al lui G este un
subgraf care este arbore si contine toate varfurile lui G. El are deci exact n — 1 muchii. Costul
unui arbore partial este suma ponderilor muchiilor sale. Se cere un arbore partial de cost minim
(APM). Aplicatia tipica: legarea a n localitati printr-o retea (de cablu, de conducte, de drumuri)
de cost total minim, in care din orice localitate se poate ajunge in oricare alta.

Proprietatea taieturii. Fie S o multime de varfuri, cu S # 0 si S # V, si fie e = 2y o muchie
de pondere minima dintre cele cu un capat in S si celalalt in afara Iui S. Atunci exista un APM
care contine muchia e. Daca toate ponderile sunt distincte, e apartine oricarui APM.

Justificare. Fie T un APM care nu contine e. In T existd un drum unic de la x la 3. Acest drum
pleaca din S si ajunge in afara lui S, deci contine o muchie f cu un capat in S si celalalt in
afara lui S. Eliminand f din 7', arborele se rupe in doua componente, cu z si y In componente
diferite. Adaugénd e, ele se unesc din nou si obtinem un arbore partial 7/. Cum w(e) < w(f),
costul lui 7" nu depaseste costul lui 7', deci T” este tot un APM si contine e.

Algoritmul lui Kruskal

Pasul 1. Sortare. Ordonam muchiile crescator dupa pondere.

Pasul 2. Selectie. Parcurgem muchiile in aceasta ordine. O muchie uv se adauga la arbore
daca u si v se afla in componente diferite ale arborelui construit pana atunci,
adica daca nu formeaza un ciclu cu muchiile deja alese. Altfel, muchia se ignora.
La adaugarea lui uv, componentele lui u si v se reunesc.

Pasul 3. Oprire. Ne oprim dupa ce am ales n — 1 muchii.

Initial fiecare varf formeaza singur o componenta. Cand se adauga muchia uv, ea este o muchie
de pondere minima care leags componenta lui u de restul varfurilor. Intr-adevar, o muchie mai
ieftind care pleaca din aceasta componenta a fost examinata mai devreme, cadnd capetele ei erau
tot in componente diferite, deci ar fi fost deja adaugata. Conform proprietatii taieturii, alegerea
este corecta.

Algoritmul lui Prim

Se porneste dintr-un varf s. Pentru fiecare varf v din afara arborelui se retine eticheta c(v),
ponderea minima a unei muchii de la v la arborele curent, si varful p(v) la care duce aceasta
muchie.

Pasul 1. Initializare. Arborele contine doar varful s, iar ¢(s) = 0. Pentru fiecare vecin v al
lui s punem c(v) = w(sv) si p(v) = s. Pentru varfurile v # s care nu sunt legate
printr-o muchie de s punem ¢(v) = oo si p(v) = —.

Pasul 2. Alegere. Alegem varful u din afara arborelui cu eticheta c¢(u) minima si il adaugam
la arbore, impreuna cu muchia p(u) u.

Pasul 3. Actualizare. Pentru fiecare vecin z al lui u din afara arborelui: daca w(uz) < ¢(z),
punem c¢(z) = w(uz) si p(z) = u.

Pasul 4. Oprire. Repetam pasii 2 si 3 pana cand toate varfurile sunt in arbore.

La fiecare pas se adauga muchia de pondere minima dintre arborele curent si restul varfurilor,
deci alegerea este corecta, tot conform proprietatii taieturii.

Observatii.

o Daca toate ponderile sunt distincte, APM este unic. Atunci Kruskal si Prim dau acelasi
arbore, chiar daca aleg muchiile in alta ordine.

o Algoritmul lui Prim are aceeasi structura ca algoritmul lui Dijkstra. Diferenta este doar



la actualizare: Prim compard ponderea muchiei, w(uz), iar Dijkstra compara lungimea
intregului drum, d(u) + w(uz). De aceea APM si arborele drumurilor minime sunt, in
general, diferiti.

Parcurgerea in latime (BFS)

Parcurgerea in latime (breadth-first search) viziteaza varfurile unui graf pornind dintr-un varf
s, »,in valuri”: intai s, apoi vecinii lui s, apoi vecinii acestora inca nevizitati etc. Se foloseste o
coada @ (primul varf intrat este primul extras) si se retin, pentru fiecare varf v, nivelul 4(v) si
predecesorul p(v).

Algoritmul BF'S

Pasul 1. Initializare. Marcam s ca vizitat, punem ¢(s) = 0, p(s) = — si @ = (s). Toate
celelalte varfuri sunt nevizitate.

Pasul 2. FExtragere. Cat timp @ nu este vida, extragem varful u aflat la inceputul cozii.

Pasul 3. Explorare. Pentru fiecare vecin w al lui u inca nevizitat: il marcam ca vizitat,
punem {(w) = £(u) + 1, p(w) = u si il adaugam la sfarsitul cozii. Revenim la
Pasul 2.

Proprietati.

 Varfurile sunt vizitate in ordinea crescatoare a nivelurilor, iar £(v) este numdrul minim de
muchii al unui drum de la s la v. Un astfel de drum se reconstituie mergand Inapoi pe

predecesori: v, p(v), p(p(v)),...,s.

o Muchiile p(v) v formeaza un arbore, numit arborele BF'S, care contine drumuri de lungime
minima de la s la toate varfurile vizitate.

e Sunt vizitate exact varfurile din componenta conexa a lui s.

e Orice muchie uneste doua varfuri de pe acelasi nivel sau de pe niveluri consecutive. Un
graf conex este bipartit daca si numai daca nicio muchie nu uneste doua varfuri de pe
acelasi nivel. In acest caz, nivelurile pare si cele impare dau bipartitia.

Doua variante utile.

o Mai multe surse. Daca parcurgerea porneste simultan din varfurile sq,..., s, le punem
pe toate In coada de la inceput, cu nivelul 0. Nivelul ¢(v) obtinut este distanta de la v la
cea mai apropiata sursa. Este ca si cum am adauga un varf nou S, legat de toate sursele,
si am aplica BFS din S (Problema 12).

o Numdarul drumurilor minime. Fie N(v) numarul drumurilor de lungime minima de la s la
v. Avem N(s) = 1, iar pentru v # s, N(v) este suma valorilor N(u) pentru vecinii u ai lui
v cu £(u) = ¢(v) — 1. Valorile se calculeaza in timpul parcurgerii, nivel cu nivel (Problema
13).

Parcurgerea in addncime (DFS)

Parcurgerea in adancime (depth-first search) inainteaza cat de mult se poate de-a lungul unui
drum si revine (face un pas inapoi) doar cand varful curent nu mai are vecini nevizitati. Se
foloseste un contor de timp ¢ si se retin, pentru fiecare varf v, momentul descoperirii ¢, (v),
momentul terminarii £o,u(v) si predecesorul p(v).



Algoritmul DF'S

Folosim un contor global ¢ (un ,ceas”), care numara evenimentele parcurgerii: fiecare
descoperire si fiecare terminare a unui varf. Notatia ¢t <- t 4+ 1 inseamna ca valoarea lui
t creste cu 1 (atribuire), adica ceasul avanseaza cu o unitate.

Procedura recursiva DFS(u):

1. Marcam u ca vizitat, apoi t <t + 1 si tin(u) =t.

2. Pentru fiecare vecin w al lui u, in ordine: dacd w este nevizitat, punem p(w) = u si
apelam DFS(w).

3. La final, ¢t <~ ¢t + 1 si tous(u) =t (Varful u este terminat).

Parcurgerea porneste cu t = 0 si apelul DFS(s). Daca raméan varfuri nevizitate, se relanseaza
DFS din cel mai mic dintre ele.

Recursivitatea poate fi inlocuita cu o stivd (ultimul varf intrat este primul extras).

Proprietati (graf neorientat).

o Muchiile p(w) w formeaza arborele DF'S (cate un arbore pentru fiecare lansare). Fiecare
lansare viziteaza exact o componenta conexa, deci numarul de lansari este numarul
componentelor conexe.

o Orice muchie care nu este in arbore uneste un varf cu un stramos al sau in arbore. O astfel
de muchie se numeste muchie de intoarcere. Graful are cicluri daca si numai daca exista
muchii de intoarcere: muchia de intoarcere uv, cu v stramos al lui u, formeaza un ciclu
impreuna cu drumul din arbore de la v la wu.

o Proprietatea parantezelor: pentru oricare doud varfuri, intervalele [tin,tout] sunt fie
disjuncte, fie incluse unul in celdlalt (al doilea caz apare exact cdnd un varf este
descendent al celuilalt).

Legaturi critice: punti si puncte de articulatie

Fie G un graf conex. O muchie e este o punte daca graful G — e, obtinut prin eliminarea ei, nu
mai este conex. Un varf v este un punct de articulatie daca graful G —v, obtinut prin eliminarea
lui v si a muchiilor sale, nu mai este conex. Intr-o retea, puntile sunt legaturile critice, iar
punctele de articulatie sunt nodurile critice: defectarea uneia singure imparte reteaua in bucati
care nu mai comunica.

Caracterizare. O muchie este punte daca si numai daca nu apartine niciunui ciclu. Intr-adevir,
daca uv se afla pe un ciclu, dupa eliminarea ei u si v raman legate prin restul ciclului, deci graful
ramane conex. Reciproc, daca dupa eliminarea lui uv exista inca un drum de la w la v, acest
drum Tmpreuna cu uv formeaza un ciclu.

Valorile low. Aplicam DFS si notam t;, (v) momentele descoperirii. Pentru fiecare varf v definim
low(v) ca fiind cel mai mic moment ¢, al unui varf la care se poate ajunge din subarborele DFS
al lui v folosind cel mult o muchie de intoarcere. Ele se calculeaza in momentul terminarii lui v:

low(v) = min (tin(v), tin(w) pentru muchiile de intoarcere vw, low(c) pentru fiii ¢ ai lui v).

Valoarea low(v) arata cat de ,sus” in arborele DFS se poate Intoarce subarborele lui v fara a
folosi muchia citre parintele lui v.

Determinarea puntilor si a punctelor de articulatie

Pasul 1. Aplicaim DFS si retinem i, (v) si p(v) pentru fiecare varf.

Pasul 2. La terminarea fiecarui varf v, calculam low(v) cu formula de mai sus.




Pasul 3. Punti. O muchie de arbore p(v) v este punte daca si numai daca low(v) > tin(p(v)).
Muchiile de intoarcere nu sunt niciodata punti.

Pasul 4. Puncte de articulatie. Radacina arborelui DFS este punct de articulatie daca
si numai daca are cel putin doi fii. Un varf u diferit de radacina este punct de
articulatie daca si numai daca are un fiu v cu low(v) > tin(u).

De ce functioneaza. Daca low(v) > tin(p(v)), subarborele lui v nu are nicio muchie spre p(v)
sau spre stramosii acestuia, in afara de muchia p(v)v. Fara aceastd muchie, subarborele lui
v ramane izolat de restul grafului (in DFS nu exista muchii intre ramuri diferite). Analog,
daca low(v) > tin(u), subarborele lui v nu poate urca deasupra lui u decat trecdnd prin u, deci
eliminarea lui w 1l izoleaza. Radacina nu are stramosi, deci conteaza doar daca are cel putin
doua ramuri.

O aplicatie: strazi cu sens unic. A orienta un graf inseamna a da fiecarei muchii un sens.
Teorema lui Robbins: un graf conex se poate orienta astfel incat din orice varf sa se poata ajunge
in oricare altul daca si numai daca nu are punti. O orientare potrivita se obtine chiar din DFS:
muchiile de arbore se orienteaza de la parinte la fiu, iar muchiile de intoarcere de la descendent
la stramos (Problema 20).

Complexitatea este cea a DFS, O(n + m).

Drumuri minime: algoritmul lui Dijkstra

Problema. Fie un graf (orientat sau neorientat) cu ponderi nenegative w(uv) > 0 si un varf
sursa s. Se cer distantele dist(s, v) pentru toate varfurile v si cidte un drum minim pentru fiecare.

Algoritmul pastreaza pentru fiecare varf o eticheta d(v), lungimea celui mai scurt drum de la s
la v gasit pana la momentul curent, si un predecesor p(v). Multimea S contine varfurile a caror
eticheta este deja definitiva.

Algoritmul lui Dijkstra

Pasul 1. Initializare. d(s) =0, d(v) = oo pentru v # s, p(v) = — pentru toti v, S = 0.

Pasul 2. Alegere. Alegem varful u ¢ S cu eticheta d(u) minima (la egalitate, pe cel mai
mic) si il addugam in S: eticheta lui devine definitiva.

Pasul 3. Relazare. Pentru fiecare vecin z ¢ S al lui u: daca d(u) + w(uz) < d(z), punem
d(z) = d(u) + w(uz) si p(z) = u (am gasit un drum mai scurt catre z, prin u).

Pasul 4. Oprire. Repetam pasii 2 si 3 pana cand § = V sau pana cand toate etichetele din
afara lui S sunt egale cu co. In al doilea caz, varfurile rimase nu sunt accesibile
din s.

La final, d(v) = dist(s,v), iar drumul minim se reconstituie din predecesori, mergand inapoi:
v, p(v), p(p(v)),...,s. Muchiile p(v) v formeaza arborele drumurilor minime.

De ce functioneaza. Aratam ca, in momentul in care u este ales la Pasul 2, d(u) = dist(s, u).
Eticheta d(u) este lungimea unui drum real, deci d(u) > dist(s, ). Fie acum un drum oarecare P
de la s la u. El pleaca din S si ajunge in afara lui S, deci are o prima muchie zy cux € Ssiy ¢ S.
Presupunem, prin inductie, ca etichetele varfurilor din S sunt deja corecte, deci d(x) = dist(s, z).
Cénd z a fost addugat In S, s-a facut relaxarea muchiei zy, deci d(y) < d(x) + w(zy), care este
cel mult lungimea portiunii lui P de la s la y. Restul lui P, de la y la u, are lungime > 0,
deoarece ponderile sunt nenegative. Asadar

lungimea lui P > d(y) > d(u),

ultima inegalitate rezultdnd din alegerea lui u cu eticheta minima. Deci niciun drum nu este
mai scurt decat d(u).
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In desen, drumul oarecare P este rosu. El paraseste multimea S prima data pe muchia zy.
Lungimea lui pana in y este cel putin d(x) + w(zy) > d(y), iar portiunea punctata de la y la u
nu poate micsora lungimea. Drumul gri, care ajunge In u prin predecesorul p(u) € S, este cel
memorat de algoritm. Lungimea lui este d(u) < d(y), deci el nu este mai lung decéat P.

Observatii.

o Implementarea directd (ciutarea minimului printre etichete) are complexitatea O(n?). Cu
o coada cu prioritati se obtine O((n + m)logn).

e Daca toate ponderile sunt egale cu 1, algoritmul lui Dijkstra coincide cu BF'S.

o Pentru ponderi negative algoritmul poate da rezultate gresite, deoarece argumentul de mai
sus foloseste esential faptul ca portiunea de la y la u are lungime nenegativa (vezi Problema
23). Pentru astfel de grafuri se foloseste algoritmul Bellman-Ford, prezentat mai jos.

Drumuri minime cu ponderi negative: algoritmul Bellman—Ford

Problema. Fie un graf orientat cu ponderi w(uv) care pot fi si negative (de exemplu, costuri
din care se scad subventii sau bonusuri) si un varf sursa s. Un circuit negativ este un circuit cu
suma ponderilor strict negativa. Daca un astfel de circuit este accesibil din s, parcurgdndu-1 de
oricate ori obtinem drumuri oricat de ,scurte”, deci distantele nu mai sunt definite. Daca nu
exista circuite negative, un drum minim poate fi ales fara repetarea varfurilor, deci are cel mult
n — 1 arce.

Notam cu d(v) lungimea minima a unui drum de la s la v cu cel mult k arce. Un astfel de drum
fie are cel mult k£ — 1 arce, fie se termina cu un arc uv precedat de un drum cu cel mult £ — 1
arce pana la u. Rezulta recurenta

do(s) =0, do(v) =00 (v#s), di(v) = min(dk_l(v), (u{I;)iIelE(dk_l(u) + w(uv))>

Algoritmul Bellman—Ford

Pasul 1. Initializare. do(s) =0, do(v) = oo pentru v # s.

Pasul 2. Runde de relaxare. Pentru k = 1,2,...,n — 1 calculam etichetele dj din di_1,
relaxand toate arcele. Cand o eticheta scade, retinem si predecesorul.

Pasul 3. Testul circuitelor negative. Mai facem o runda. Daca vreo etichetd mai scade,
graful are un circuit negativ accesibil din s. Altfel, d,,—1(v) = dist(s,v) pentru
toti v.

Observatii.

e Daca o runda nu modifica nicio eticheta, nici rundele urmétoare nu le mai modifica, deci
algoritmul se poate opri mai devreme.

e De ce detecteaza circuitele negative. Daca etichetele s-au stabilizat, pentru orice arc avem
d(v) < d(u) + w(uv). Adunand aceste inegalitati pe un circuit C, etichetele se reduc si



obtinem 0 < w(C). Deci, daca exista un circuit negativ accesibil din s, etichetele nu se
pot stabiliza.

o Complexitatea este O(nm), mai mare decat la Dijkstra. In schimb, algoritmul functioneaz
si cu ponderi negative.

e Un graf neorientat se poate trata inlocuind fiecare muchie cu doua arce opuse. O muchie
negativa uv da insa circuitul negativ u — v — u, deci pentru grafuri neorientate cu muchii
negative drumurile minime nu sunt definite in sensul de mai sus.

Drumul critic al unui proiect (metoda CPM)

Un proiect este format din activitati. Fiecare activitate X are o durata ¢(X), iar unele activitati
nu pot incepe decat dupa terminarea altora. Construim un graf orientat cu activitatile ca varfuri
si cu un arc X — Y daca X trebuie terminata inainte de inceperea lui Y. Acest graf trebuie
sa fie aciclic (altfel proiectul este imposibil), deci admite o sortare topologica (vezi DFS). Se
cer durata minima a proiectului si activitatile care nu pot fi intarziate fara a intarzia intregul
proiect.

Metoda drumului critic (CPM)

Pasul 1. Sortare topologica a activitatilor.

Pasul 2. Calculul inainte, iIn ordine topologica. Momentul cel mai devreme de incepere
este ES(X) = max EF(Y'), dupa toti predecesorii Y ai lui X (sau 0, daca X
nu are predecesori). Momentul cel mai devreme de terminare este EF(X) =
ES(X) + t(X). Durata minima a proiectului este T'= maxy EF(X).

Pasul 3. Calculul tnapoi, iIn ordine topologica inversa. Momentul cel mai tarziu de
terminare este LF(X) = min LS(Z), dupa toti succesorii Z ai lui X (sau T,
dacad X nu are succesori). Momentul cel mai tarziu de incepere este LS(X) =
LF(X) —t(X).

Pasul 4. Rezerve. Rezerva activitatii X este R(X) = LS(X) — ES(X). Activitatile cu
R(X) = 0 se numesc critice.

Interpretare.

o ES(X) este lungimea celui mai lung drum (suma duratelor) care se termina chiar inainte
de X: activitatea X trebuie sa astepte terminarea tuturor lanturilor de activitati care o
preced. Prin urmare T este lungimea celui mai lung drum din graf. Un astfel de drum
este format numai din activitati critice si se numeste drum critic.

o O activitate X poate fi intarziata cu cel mult R(X) fard a modifica durata 7. Daca o
activitate critica intarzie cu ¢, Intregul proiect intarzie cu 9.

» Proiectul se poate scurta numai prin scurtarea activitatilor critice, si numai pana cand un
alt drum devine critic.

e In grafuri oarecare, determinarea celui mai lung drum este o problema dificila. In grafurile
aciclice ea se rezolva usor, in O(n 4+ m), prin parcurgerea varfurilor in ordine topologica.
Aceeasi metoda da si drumurile minime intr-un graf aciclic, chiar cu ponderi negative.



Probleme rezolvate

Problemele marcate cu % au chenarul portocaliu. Ele contin o idee mai deosebita sau o aplicatie
mai surprinzatoare a algoritmilor si pot fi tratate ca probleme de aprofundare.

Problema 1. Codificarea unei retele de conducte

Enunt. O retea de conducte leaga 8 puncte de distributie, numerotate 1,...,8, prin
conductele
1-5, 2-5, 3-6, 4-6, b5-7, 6-7, T-8.

a) Aratati ca reteaua este un arbore.

b) Determinati codul Priifer al retelei.

c) Verificati proprietatea gradelor pe codul obtinut.

Rezolvare. a) Graful are n = 8 varfuri si 7 = n — 1 muchii. Este conex: varfurile 1 si 2 sunt
legate de 5, varfurile 3 si 4 de 6, iar 5, 6 si 8 sunt legate de 7. Un graf conex cu n varfuri si
n — 1 muchii nu are cicluri (altfel, elimindnd o muchie de pe un ciclu, am obtine un graf conex
cu n — 2 muchii, imposibil), deci este un arbore.

b) Aplicam codificarea. La fiecare pas listam frunzele arborelui curent, stergem frunza cea mai
mica si scriem vecinul ei.

Pas Frunzele arborelui curent Frunza stearsa Se scrie (vecinul)
1 1,2,3,4,8 1 5
2 2,3,4,8 2 5
3 3,4,5,8 3 6
4 4,5,8 4 6
) 5,6,8 5 7
6 6,8 6 7

Dupa pasul 2, varful 5 a pierdut vecinii 1 si 2 si a devenit frunza. Analog, 6 a devenit frunza
dupa pasul 4. Dupa cei n — 2 = 6 pasi raman varfurile 7 si 8, unite prin muchia 7-8. Codul
Priifer este

(5,5,6,6,7,7).

c) Gradele sunt d(5) = d(6) = d(7) = 3, iar varfurile 1, 2, 3, 4, 8 sunt frunze. Conform proprietatii

gradelor, 5, 6 si 7 trebuie sa apara de cate 3 —1 = 2 ori, iar frunzele deloc, ceea ce se verifica.
Lungimea codului este ) (d(v) —1) =2(n—1)—n=n—-2=6.
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Problema 2. Reconstruirea unei retele de senzori

Enunt. O retea de senzori in forma de arbore a fost transmisa comprimat, prin codul Priifer
(47 47 27 67 6)'
a) Cati senzori are reteaua si care este gradul fiecaruia?

b) Reconstruiti reteaua.

c) Verificati rezultatul, recalculand codul.

Rezolvare. a) Codul are lungime 5, deci reteaua are n = 5 + 2 = 7 senzori. Gradul fiecarui
senzor este 1 + numarul aparitiilor lui in cod:

Senzor 1 2 3 4 5 6 7
Aparitiilncod 0 1 0 2 0 2 0
Grad d(v) 1 21 3 1 31

Verificare: suma gradelor este 12 = 2(n — 1), cum trebuie pentru un arbore cu 7 varfuri.

b) Aplicam decodificarea. La fiecare pas,  este cel mai mic senzor nesters de grad 1, care se
leaga de a;. Apoi stergem x si micsoram d(a;).

.

a; Varfuricud=1 Muchie addugata Modificari

1 4 1,3,5,7 1-4 d(4) =2
2 4 3,5,7 34 d(4) =1
3 2 4,5,7 4-2 d(2) =1
4 6 2,5,7 2-6 d(6) =2
5 6 5,7 5-6 d(6) =1

Au ramas nesterse varfurile 6 si 7, ambele cu d = 1. Adaugam muchia 6-7. Reteaua are muchiile

1-4, 34, 24, 26, 56, 6-7T.

c) Codificam arborele obtinut. Frunzele sunt 1,3,5,7: stergem 1 (scriem 4), apoi 3 (scriem 4).
Acum 4 este frunza, deci frunzele sunt 4,5,7: stergem 4 (scriem 2). Varful 2 devine frunza:
stergem 2 (scriem 6), apoi 5 (scriem 6). Raman 6 si 7. Codul este (4,4,2,6,6), cel transmis.

Problema 3. Codul Priifer al unei retele ierarhice

Enunt. O retea ierarhica de distributie are 15 noduri, numerotate 1,...,15. Legaturile sunt
date prin listele de vecini:
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Varf Vecini Varf Vecini Varf Vecini Varf Vecini

1 2,3 5 210,11 9 4 13 6
2 1,4,5 6 3,12,13 10 5 14 7
3 1,6,7 7 3,14,15 11 5 5 7
4 2,89 8 4 12 6

a) Desenati graful si verificati ca este un arbore.

b) Determinati codul Priifer corespunzator.

c) Verificati proprietatea gradelor pe codul obtinut.

Rezolvare. a) Suma lungimilor listelor este 24+ 3 +3+3+3+ 3+ 3+ 81 = 28, deci graful
are 28/2 = 14 = n — 1 muchii. Observam o regula simpla: vecinii varfului k£ sunt |k/2] (pentru
k > 2), 2k si 2k + 1 (pentru k < 7). Asadar fiecare varf k > 2 este legat de varful |k/2], mai
mic decat el, iar mergand repetat astfel ajungem in varful 1. Prin urmare graful este conex. Un
graf conex cu n varfuri si n — 1 muchii este un arbore. Desenam arborele pe niveluri, cu varful
1 sus:

Este un arbore binar complet: varfurile 1,...,7 au cate doi ,,descendenti”, iar varfurile 8,...,15
sunt frunze.

b) Aplicam codificarea. La fiecare pas listam frunzele arborelui curent, stergem frunza cea mai
mica si scriem vecinul ei.

Pas Frunzele arborelui curent Frunza stearsa Se scrie (vecinul)
1 8,9,10,11,12,13,14,15 8 4
2 9,10,11,12,13,14,15 9 4
3 4,10,11,12,13,14,15 4 2
4 10,11,12,13,14,15 10 5
5 11,12,13,14, 15 11 5
6 5,12,13,14, 15 2
7 2,12,13,14, 15 2 1
8 1,12,13,14,15 1 3
9 12,13,14, 15 12 6
10 13,14,15 13 6
11 6,14, 15 6 3
12 3,14,15 3 7
13 14,15 14 7

Se observa cum apar frunze noi pe parcurs. Dupa stergerea lui 8 si 9, varful 4 devine frunza si
este ales la pasul 3, fiind mai mic decit 10. La fel, 5 devine frunza dupa pasul 5, iar 2 dupa
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pasul 6. Dupa cei n —2 = 13 pasi raman varfurile 7 si 15, unite prin muchia 7-15. Codul Priifer
este
(4,4,2,5,5,2,1,3,6,6,3,7,7).

c¢) Varfurile 2,...,7 au gradul 3, deci trebuie sa apara in cod de céte 2 ori. Varful 1 are gradul
2, deci apare o singura data. Frunzele 8,...,15 nu apar. Codul verifica aceste conditii, iar
lungimea lui este 6-2+1 =13 =n — 2.

Problema 4. Arborele cu codul Priifer 25121989

Enunt. Un arbore are codul Priifer
(2,5,1,2,1,9,8,9).

a) Cate varfuri are arborele si care este gradul fiecarui varf?

b) Construiti si desenati arborele.

c) Verificati rezultatul, recalculand codul.

Rezolvare. a) Codul are lungime 8, deci arborele are n = 8 + 2 = 10 varfuri. Gradul fiecarui
varf este 1 + numarul aparitiilor lui in cod:

Varf 1 2 3 45 6 7 8 9 10
Aparitiilncod 2 2 0 0 1 0 0 1 2 0
Grad d(v) 3311 21 1 2 3 1

Verificare: suma gradelor este 18 = 2(n — 1). Frunzele sunt varfurile care nu apar in cod:
3,4,6,7,10.

b) Aplicam decodificarea. La fiecare pas, x este cel mai mic varf nesters de grad 1, care se leaga
de a;. Apoi stergem z si micsoram d(a;).

.

a; Varfuricu d=1 Muchie adaugata Modificari

1 2 3,4,6,7,10 3-2 d(2) =2
2 5 4,6,7,10 45 d(5) =1
3 1 5,6,7,10 5-1 d(1) =2
4 2 6,7,10 6-2 d2) =1
5 1 2,7,10 2-1 d(1) =1
6 9 1,7,10 1-9 d(9) =2
7 08 7,10 7-8 d(8) =1
8 9 8,10 89 d(9) =1

De exemplu, la pasul 3 varful 5 are deja d =1 (dupa pasul 2) si este mai mic decat 6, deci el se
leaga de az = 1. Au ramas nesterse varfurile 9 si 10, ambele cu d = 1. Adaugam muchia 9-10.

Arborele are muchiile
23, 45 15 26 12

1-9, 78, &9, 9-10.
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c) Codificam arborele obtinut. Frunzele sunt 3,4,6,7,10: stergem 3 (scriem 2), apoi 4 (scriem
5). Acum 5 este frunza si este cea mai mica: stergem 5 (scriem 1), apoi 6 (scriem 2). Varful 2
devine frunza: stergem 2 (scriem 1). Varful 1 devine frunza: stergem 1 (scriem 9). Stergem 7
(scriem 8), apoi 8, devenit frunza (scriem 9). Ramén 9 si 10. Codul este (2,5,1,2,1,9,8,9), cel
dat.

Problema 5. Cate retele arbore exista?

Enunt. Cinci orase, numerotate 1,...,5, trebuie legate prin 4 drumuri astfel incat din orice
oras sa se poatd ajunge in oricare altul (reteaua este un arbore).

a) Cate astfel de retele exista?
b) In cate dintre ele orasul 1 este capit de retea (are un singur drum)?
c) In cate dintre ele din orasul 1 pleaca exact 3 drumuri?

)

I
d) Cate retele au gradele d(1) = 3, d(4) = 2 si d(2) = d(3) = d(5) = 17 Desenati-le.

Rezolvare. Prin codul Priifer, retelele corespund bijectiv sirurilor (aj,ag,az) cu valori in
{1,...,5}, iar orasul v apare in cod de d(v) — 1 ori. Numaram deci siruri.

a) Fiecare dintre cele 3 pozitii poate lua 5 valori: 53 = 125 retele (teorema lui Cayley, n" 2
pentru n = 5).

b) Orasul 1 are gradul 1 exact cdnd nu apare in cod. Fiecare pozitie ia una dintre celelalte 4
valori: 43 = 64 retele.

c) d(1) = 3 inseamna ca 1 apare de exact doud ori. Alegem cele 2 pozitii ale lui 1 in (g) =3
moduri, iar pozitia ramasa ia una dintre valorile 2,3,4,5: 3 -4 = 12 retele.

d) Codul contine 1 de doua ori, 4 o data si nicio altd valoare, deci este o permutare a sirului
(1,1,4). Exista 2‘?—'1, = 3 astfel de siruri (formula cu grade date): (1,1,4), (1,4,1), (4,1,1). Prin
decodificare obtinem retelele cu muchiile

{12,13,14,45},  {12,14,15,34},  {13,14,15,24}.

In fiecare, orasul 1 este legat de 4 si de doua dintre orasele 2, 3,5, iar al treilea dintre acestea
satarna” de 4. Cele trei retele difera prin orasul legat de 4.
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Problema 6. Retele in forma de stea si de lant

Enunt. Sase calculatoare, numerotate 1,...,6, sunt legate printr-o retea arbore.

a) Determinati codul Priifer al retelei in forma de stea, in care calculatorul 3 este legat de
toate celelalte.

b) Determinati codul Priifer al retelei in forma de lant 2-5-1-6-3-4.

c) Aratati ca un arbore este o stea daca si numai daca toate elementele codului sau sunt
egale si ca este un lant daca si numai daca elementele codului sau sunt distincte.

d) Cate retele in forma de lant se pot forma cu cele 6 calculatoare?

Rezolvare.

0
O O~ O—D—~O—E—D
& O

a) In stea, frunzele sunt 1, 2,4, 5, 6, iar fiecare are vecinul 3. La fiecare pas stergem cea mai mica
frunza si scriem 3: stergem pe rand 1, 2, 4, 5 si raman 3 si 6. Codul este

(3, 3, 3, 3).

b) Aplicam codificarea pe lant.

Pas Frunzele arborelui curent Frunza stearsa Se scrie (vecinul)
1 2,4 2 5
2 4,5 4 3
3 3,5 3 6
4 5,6 5 1

Un lant are mereu exact doua frunze, capetele lui. Dupa fiecare stergere, vecinul frunzei sterse
devine noul capat. Raman varfurile 1 si 6, iar codul este

(5,3, 6, 1).

c) Folosim proprietatea gradelor: varful v apare in cod de d(v) — 1 ori.

e Stea. Centrul unei stele cu n varfuri are gradul n — 1, deci apare de n — 2 ori, adica pe
toate pozitiile codului. Reciproc, daca toate elementele codului sunt egale cu ¢, atunci
d(c) =14+ (n—2) =n— 1. Varful c este legat de toate celelalte, iar arborele, avind n — 1
muchii, nu mai are alte muchii. Este deci o stea cu centrul c.

o Lant. Intr-un lant toate varfurile au gradul cel mult 2, deci fiecare varf apare in cod cel
mult o data: elementele codului sunt distincte. Reciproc, daca elementele sunt distincte,
fiecare varf apare cel mult o data, deci are gradul cel mult 2. Un arbore cu toate gradele
cel mult 2 este un lant. Intr-adevar, pornind de la o frunzi si mergand mereu pe muchia
nefolosita, nu ne putem ramifica si nici intoarce, deci parcurgem toate varfurile Intr-un
singur drum.

Codul lantului de la b), (5,3,6,1), are elementele distincte. Ele sunt exact varfurile interioare
ale lantului (5,1, 6,3), dar nu neaparat in ordinea de pe lant.
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d) Dupa c), retelele in forma de lant corespund codurilor de lungime 4 cu elemente distincte din
{1,...,6}. Numarul lor este
6-5-4-3=2360.

Verificare directa: un lant este o asezare a celor 6 calculatoare in linie, adica o permutare, iar o
permutare si inversa ei dau acelasi lant. Obtinem 6!/2 = 360.

Problema 7. Cablarea a sapte localitati (algoritmul lui Kruskal)

Enunt. Sapte localitati A,...,G trebuie legate printr-o retea de fibra optica, astfel incat
din orice localitate sa se poata comunica cu oricare alta. Traseele posibile si costurile lor
(zeci de mii de lei) sunt:

AB=7, AD=5 BC=8, BD=9, BE=6, CE =4,
DE=15, DF=3, EF=10, EG=12, FG =11.

a) Aplicati algoritmul lui Kruskal, precizand componentele dupa fiecare pas.

b) Determinati reteaua de cost minim si costul ei.

c) Este aceasta retea unica?

Rezolvare. Localitatile sunt varfurile unui graf, iar traseele posibile sunt muchiile, ponderate
cu costurile. O retea in care oricare doua localitati comunica si care are cost minim nu contine
cicluri (altfel am putea elimina o muchie de pe ciclu, micsordnd costul), deci este un arbore

partial de cost minim.
(B )—s

7
6

9

5
15

10

4
12
3
11
a) Ordonam muchiile crescator:

DF(3), CE(4), AD(5), BE(6), AB(7), BC(8),
BD(9), EF(10), FG(11), EG(12), DE(15).

Le examinam pe rand. Initial fiecare localitate formeaza singura o componenta.

Muchie Cost Se adauga? Componente dupa pas
DF 3 da {A},{B},{C},{D,F},{E},{G}
CE 4 da {A},{B},{C,E},{D, F},{G}
AD 5 da {A,D,F},{B} {C,E},{G}
BE 6 da {A,D,F},{B,C,E},{G}
AB 7 da {A,B,C,D,E,F},{G}
BC 8 nu (ciclu BCE) neschimbate
BD 9 nu (ciclu BAD) neschimbate

EF 10 nu (ciclu EBADF) neschimbate
FG 11 da {A,B,C,D,E,F,G}




O muchie este respinsa cand ambele capete sunt deja in aceeasi componenta. De exemplu, BC
ar inchide ciclul B — C' — E — B, deoarece B si C' sunt deja legate prin £. Dupa F'G am ales
n — 1 = 6 muchii, deci ne oprim. Muchiile EG si DE nu mai trebuie examinate.

b) Reteaua de cost minim are muchiile DF, CE, AD, BE, AB, FG (albastre in desen), cu
costul
3+4+5+6+74+11 = 36.

c) Toate costurile sunt distincte, deci APM este unic (vezi observatiile din partea teoretica).
Orice alta retea conexa costa mai mult de 36.

Problema 8. Aceeasi retea, cu algoritmul lui Prim

Enunt. Consideram reteaua din Problema 7.
a) Aplicati algoritmul lui Prim pornind din localitatea A, precizand etichetele dupa fiecare
pas.

b) Comparati rezultatul si ordinea alegerii muchiilor cu cele obtinute prin algoritmul lui
Kruskal.

c) Comparati APM cu arborele drumurilor minime din A (algoritmul lui Dijkstra). De ce
difera?

Rezolvare. a) Eticheta c(v) este costul celei mai ieftine muchii de la v la arborele construit
pana atunci. Valorile ingrosate corespund localitatilor deja incluse in arbore.

Pas Ales Muchia | A B C D E F G
1 A — 0 7 o©o 5 o o™
2 D AD 0 7 o 5 15 3
3 F DF 0 7 o~ 5 10 3 11
4 B AB o 7 8 5 6 3 11
5 E BE 0O 7 4 5 6 3 11
6 C CFE 0 7 4 5 6 3 11
7 G FG 0 7 4 5 6 3 11

Detaliem actualizarile.
o Pasul 1: din A obtinem ¢(B) = 7 si ¢(D) = 5.

o Pasul 2: se alege D (5). Obtinem c¢(F) = 15 si ¢(F') = 3. Muchia DB (9) nu imbunatateste
eticheta 7 a lui B.

o Pasul 3: se alege F' (3). Pentru E, 10 < 15, deci ¢(E) = 10. Pentru G obtinem 11.
o Pasul 4: se alege B (7). Pentru C obtinem 8, iar pentru E, 6 < 10, deci ¢(E) = 6.
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o Pasul 5: se alege E (6). Pentru C, 4 < 8, deci ¢(C') = 4. Muchia EG (12) nu imbunatateste
eticheta 11 a lui G.

o Pasii 6 si 7: se aleg C' (4) si G (11).
Arborele obtinut are muchiile AD, DF', AB, BE, CE, FG, cu costul 36.

b) Este exact reteaua gasita cu algoritmul lui Kruskal, cum era de asteptat, deoarece APM este
unic. Ordinea alegerii difera: Kruskal alege muchiile in ordinea globala a costurilor (DF, CE,
AD, BE, AB, F@G), construind mai multe ,bucati” care se unesc, in timp ce Prim creste un
singur arbore pornind din A (AD, DF, AB, BE, CE, FG).

c) Cei doi arbori raspund la intrebari diferite:

o APM raspunde la intrebarea: cum legam toate localitatile cu cost total minim? Se
minimizeaza suma costurilor tuturor muchiilor alese.

e Arborele drumurilor minime din A raspunde la intrebarea: care este cel mai scurt drum
de la A la fiecare localitate? Se minimizeaza, separat, distanta de la A la fiecare varf.

Pasul 1: aplicam algoritmul lui Dijkstra din A. FEticheta d(v) este lungimea celui mai scurt
drum cunoscut de la A la v. Valorile ingrosate sunt definitive.

Pas Ales Muchia | A B C D E F G
1 A — 0o 7 5 o0 00
2 D AD 0 7 oo 5 20 8
3 B AB 0 7 15 5 13 8
4 F DF 0O 7 15 5 13 8 19
b E BE 0O 7 15 5 13 8 19
6 C BC 0O 7 15 5 13 8 19
7 G FG 0O 7 15 5 13 8 19

Detaliem relaxarile si le comparam cu actualizarile facute de Prim la punctul a).

o Pasul 2: se alege D (d = 5). Pentru E obtinem 5 + 15 = 20, iar pentru F obtinem
543 = 8. Prim punea aici ¢(E) = 15 si ¢(F') = 3, adica doar costul muchiei, fara distanta
deja parcursa de la A la D.

o Pasul 3: se alege B (d = 7). Pentru C obtinem 7+ 8 = 15, iar pentru E, 7+ 6 = 13 < 20,
deci d(E) = 13.

o Pasul 4: se alege F' (d = 8). Pentru E, 8 + 10 = 18 nu este mai mic decat 13. Pentru G
obtinem 8 + 11 = 19.

o Pasul 5: se alege E (d = 13). Pentru C, 13 + 4 = 17 nu este mai mic decit 15, deci C'
ramane legat de B. Pentru G, 13 4+ 12 = 25 nu este mai mic decat 19.

o Pasii 6 si 7: se aleg C' (d = 15, predecesor B) si G (d = 19, predecesor F').

Predecesorii dau arborele drumurilor minime, cu muchiile AB, AD, BC, BE, DF, FG si costul
total 7T+54+8+ 6+ 3+ 11 = 40.

Pasul 2: comparam cei doi arbori.
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APM (Prim, Kruskal): cost 36 Drumuri minime din A: cost 40

VA

@3\@_1_@ d9\3\@—-11-—@

Cei doi arbori au in comun cinci muchii, AB, AD, BE, DF, FG, si difera printr-o singura
muchie (rosie in desen): APM foloseste C'E, iar arborele drumurilor minime foloseste BC.

Pasul 3: comparam distantele de la A. In fiecare arbore existd un singur drum de la A la fiecare
localitate. Lungimile acestor drumuri sunt:

Localitatea B C D E F (G

Drumul din APM T 17 5 13 8 19
Drumul din arborele lui Dijkstra 7 15 5 13 8 19

Singura diferenta este la C"

o In APM, C este legata prin CE, cea mai ieftind muchie a ei (cost 4). Drumul de la A la
C este insa ocolit: A - B — E — C, de lungime 7+ 6 + 4 = 17.

o In arborele lui Dijkstra, C este legati prin BC (cost 8), mai scumpa cu 4. In schimb,
drumul A — B — C are lungimea 7 + 8 = 15, cel mai scurt drum posibil de la A la C.

Concluzie. Trecerea de la CE la BC creste costul total al retelei cu 8 —4 =4 (de la 36 la 40),
dar scurteaza drumul de la A la C cu 17 — 15 = 2. Prim compara, pentru fiecare varf nou, doar
costul muchiei care il leagd (4 < 8, deci alege CE). Dijkstra compara lungimea intregului drum
de la A (17 > 15, deci alege BC). APM minimizeaza costul total al retelei, iar arborele lui
Dijkstra minimizeaza distanta de la A la fiecare localitate. Sunt doua obiective diferite, deci si
arborii pot fi diferiti.

Problema 9. Numarul minim de statii intr-o retea de metrou

Enunt. O retea de metrou are 9 statii A,...,I. Tronsoanele directe Intre statii sunt
AB, AC, AD, BE, CE, CF, DF, EG, FEH, FH, GI, HI.
a) Aplicati parcurgerea in latime pornind din statia A, precizand continutul cozii la fiecare

pas.

b) Determinati, pentru fiecare statie, numarul minim de tronsoane de la A si un traseu cu
acest numar de tronsoane pana la statia /.

c) Desenati arborele BF'S.

Rezolvare. Statiile sunt varfurile unui graf, iar tronsoanele sunt muchiile. Listele de adiacenta,
in ordine alfabetica, sunt:

Varf\ A B C D E F G H I
Vecini\B,C,D AE AE,F AF BCGH CDH EI EFI GH

a) Initial £(A) = 0 si Q = (A). La fiecare pas extragem primul varf din coada si adaugam la
sfarsitul ei vecinii lui nevizitati.

19



Pas Varf extras Vecini nevizitati (adaugati) Niveluri noi Coada dupa pas

1 A B,C,D =1 B,C,D
P B E (E)=2  C,D,E
3 C F (FE e deja vizitat) UF) =2 D,E,F
4 D - - E,F

5 E G, H (=3 F.G,H
6 F - - G, H

7 G I oI) =4 H,1

8 H - - I

9 I - - (vids)

Ordinea de vizitare este A, B,C, D, E,F,G,H,I. Predecesorii sunt p(B) = p(C) = p(D) = A,
p(E) =B, p(F) =C, p(G) =p(H) = E, p(I) = G.

b) Numarul minim de tronsoane este nivelul:

Statia A B C D FEF F G H
2 2 3 3

I
Tronsoanedela 4 0 1 1 1 4

Pentru I mergem inapoi pe predecesori: I < G < E < B + A, deci traseul A - B - FE —
G — I, cu 4 tronsoane. Nu exista un traseu mai scurt, deoarece BFS da exact distanta in numar
de muchii. Traseul nu este unic: si A - C — F — H — I are 4 tronsoane.

¢) In desen, muchiile arborelui BFS sunt albastre ingrosate, iar celelalte muchii ale grafului sunt
gri. Statiile sunt asezate pe coloane, dupa nivel.

nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 4

Problema 10. impér’girea in doua schimburi, cu BFS

Enunt. Opt angajati, numerotati 1,...,8, trebuie impartiti iIn doua schimburi. Perechile
de angajati care nu pot lucra in acelasi schimb sunt

12, 13, 24, 35, 46, 57, 68, 78.
a) Aplicati BFS din varful 1 si determinati nivelurile.

b) Folosind nivelurile, decideti daca impartirea este posibila si precizati schimburile.

c) Ce se iIntampla daca nici angajatii 4 si 5 nu pot lucra impreuna? Gasiti un ciclu impar.

Rezolvare. Construim graful ,,de conflict”: varfurile sunt angajatii, muchiile sunt perechile de
mai sus. O impartire corecta in doua schimburi inseamna exact ca graful este bipartit.

a) BFS din 1: extragem 1 si adaugam 2 si 3 (nivelul 1). Din 2 adaugam 4, iar din 3 adaugam
5 (nivelul 2). Din 4 addugam 6, iar din 5 adaugam 7 (nivelul 3). Din 6 adaugam 8 (nivelul 4).
Din 7 si 8 nu mai apar varfuri noi. Nivelurile sunt:
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varft 1 2 3 4 5 6 7 8
Nivel¢ 0 1 1 2 2 3 3 4

b) Verificam fiecare muchie: 12, 13 (nivelurile 0 si 1), 24, 35 (1 si 2), 46, 57 (2 si 3), 68, 78 (3
si 4). Nicio muchie nu uneste varfuri de pe acelasi nivel, deci graful este bipartit. Schimburile
sunt date de paritatea nivelului:

schimbul I: {1,4,5,8} (niveluri pare), schimbul II: {2,3,6,7} (niveluri impare).

c) Nivelurile nu se schimba, dar noua muchie 45 uneste doud varfuri de pe nivelul 2. Drumurile
din arborele BFS de la 1 la 4 si la 5 sunt 1,2,4 si 1,3,5. Ultimul lor varf comun este z = 1, de
pe nivelul j = 0. Obtinem ciclul

15224531,

de lungime 2(2—0) +1 = 5, impara. Un graf cu un ciclu impar nu este bipartit, deci impartirea
in doua schimburi nu mai este posibila.

nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 4

Culorile varfurilor arata schimburile de la b). Muchia noua 45 (rosie, punctata) leaga doua
varfuri de aceeasi culoare, de pe acelasi nivel.

% Problema 11. Problema vaselor, rezolvata cu BFS

Enunt. Avem un vas A de 3 litri si un vas B de 5 litri, ambele goale, fara gradatii, si o
sursa de apa. O operatie consta in: umplerea unui vas, golirea unui vas sau turnarea apei
dintr-un vas in celalalt, pana cand primul se goleste sau al doilea se umple.

a) Modelati problema printr-un graf.
b) Aplicati BFS din starea initiala.

c) Care este numarul minim de operatii prin care se obtin exact 4 litri intr-un vas?
Precizati operatiile.

Rezolvare. a) O stare este perechea (a,b), unde a € {0,1,2,3} si b € {0,...,5} sunt cantitatile
din vasele A si B. Starile sunt varfurile unui graf orientat, cu un arc de la o stare la alta daca a
doua se obtine din prima printr-o operatie. Starea initiala este (0,0). Din starea (a,b) se poate
ajunge in:

e (3,b) sau (a,5), prin umplerea lui A, respectiv B.

e (0,b) sau (a,0), prin golirea lui A, respectiv B.

e (a—t,b+1t)cut=min(a,5—b), prin turnarea din A in B (notatd A — B).

e (a+t,b—1t) cut=min(b,3 — a), prin turnarea din B in A (notatd B — A).
Numarul minim de operatii pana la o stare este distanta in acest graf, deci o gasim cu BFS.

Operatiile sunt examinate in ordinea de mai sus.

b) Tabelul arata, pentru fiecare stare extrasa din coada, starile noi descoperite, operatia folosita
si continutul cozii () dupa pas (inceputul cozii este la stdnga). Initial coada contine doar starea
(0,0). La fiecare pas se extrage prima stare din coada, iar starile noi se adauga la sfarsitul ei.
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Pas Stare extrasd Nivel Stari noi (operatia) Coada @ dupa pas

0 - - (0,0)

1 (0,0) 0 (3,0) (umple A), (0,5) (umple B) (3,0),(0,5)

2 (3,0) 1 (3,5) (umple B), (0,3) (A— B) (0,5),(3,5),(0,3)
3 (0,5) 1 (3,2) (B—4) (3,5),(0,3),(3,2)
4 (3,5) 2 - (0,3), (3,2)

5 (0,3) 2 (3,3) (umple A) (3,2),(3,3)

6 (3,2) 2 (0,2) (goleste A) (3,3),(0,2)

7 (3,3) 3  (1,5) (A— B) (0,2),(1,5)

8 (0,2) 3 (2,0)(B—A) (1,5),(2,0)

9 (1,5) 4 (1,0) (goleste B) (2,0),(1,0)

10 (2,0) 4 (2,5) (umple B) (1,0),(2,5)

11 (1,0) 5 (0,1) (A— B) (2,5),(0,1)

12 (2,5) 5 (3,4) (B— A) (0,1), (3,4)

13 (0,1) 6 (3,1) (umple A) (3,4), (3,1)

14 (3,4) 6 (0,4) (goleste A) (3,1),(0,4)

15 (3,1) 7 - (0,4)

16 (0,4) 7 - vidi

Sunt accesibile 16 stari din cele 4-6 = 24. Nu se poate ajunge, de exemplu, in (1,1): dupa orice
operatie, cel putin un vas este gol sau plin.

c) Prima stare care contine 4 litri este (3, 4), pe nivelul 6. Deci sunt necesare cel putin 6 operatii,
iar 6 operatii ajung. Mergand Inapoi pe predecesori obtinem:

Operatia Ce se face Starea (a,b)
1 umple B (0,5)
2 toarna din Bin A (3,2)
3 goleste A (0,2)
4 toarna din Bin A (2,0)
5 umple B (2,5)
6 toarna din Bin A (3,4)

La final vasul B contine 4 litri. Avantajul BFS este ca garanteaza minimalitatea: nicio stare cu
4 litri nu apare pe nivelurile 0, ..., 5.

% Problema 12. Raspandirea unui incendiu (BFS din mai multe surse)

Enunt. Harta unei paduri este impartita in zone patrate, ca in figura de mai jos (coloanele
A,...,G, randurile 1,...,5). Zonele hasurate sunt lacuri si stanci, care nu ard. La ora 0
focul izbucneste simultan in zonele A4 si G2 (rosii in figurd). In fiecare ora, focul trece din
fiecare zona care arde in zonele vecine (sus, jos, stanga, dreapta) care pot arde.

=N W e Ot

a) Modelati raspandirea focului printr-un graf si explicati cum se adapteaza BFS pentru
doua focare.
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b) Determinati ora la care ia foc fiecare zona. Care zona arde ultima?

c) Daca ar fi existat doar focarul din A4, dupa céte ore ar fi ars intreaga padure? Aratati,
pentru zonele D4 si C1, ca ora gasita la b) este minimul dintre orele date de fiecare
focar separat.

Rezolvare. a) Zonele care pot arde sunt varfurile unui graf, iar doua zone vecine (cu o latura
comund) sunt legate printr-o muchie. Ora la care ia foc o zona v este numarul minim de muchii
al unui drum de la un focar la v, adica distanta de la v la cel mai apropiat focar.

Aplicam BFS cu mai multe surse: punem ambele focare in coada de la inceput, cu nivelul 0.
Apoi BFS decurge obisnuit. Justificare: adaugam un varf imaginar S, legat de A4 si de G2,
si aplicam BFS din S. Primul pas al acestui BF'S pune In coada exact cele doua focare, iar
nivelurile obtinute sunt cele cautate, marite cu 1.

b) Examinam vecinii in ordinea sus, jos, stanga, dreapta. Primii pasi sunt:

Zona extrasa Ora Zone noi Coada @) dupa pas
- - - A4, G2
A4 0 Ab, A3, B4 G2, A5, A3, B4
G2 0 G3, Gl1, F2 A5, A3, B4, G3, G1, F2
A5 1 B> A3, B4, G3, G1, F2, B5
A3 1 A2, B3 B4, G3, G1, F2, B5, A2, B3
B4 1 - G3, G1, F2, B5, A2, B3

Cele doua focare se extind ,,in paralel”: In coada alterneaza zone din vestul si din estul padurii
’ > )
dar ordinea pe ore este respectata. Contlnuénd obtinem zonele care iau foc la fiecare ora:
? 3

Ora Zone care iau foc

0 A4, G2 (focarele)

1 A3, A5, B4, F2, G1, G3

2 A2, B3, B5, E2, F1, F3, G4

3 Al, C3, D2, E1, G5

4 (2, F5

5 C1, E5

6 D5, E4

7 D4
501020 413
41010776 /]2
3|1[2]3 777712 1
20207143210
11305171321

A B C D E F G

Toate cele 27 de zone care pot arde iau foc. Ultima arde zona D4, la ora 7, deci Intreaga padure
arde 1n 7 ore. Focul ajunge in D4 din est, pe traseul G2 - G3 - G4 —- G5 — F5 — E5 —
F4 — D4, ocolind stancile.

c) Cu un singur focar, in A4, aplicam BFS obisnuit din A4. Zona cea mai departata este tot
D4, la distanta 15: focul trebuie sa ocoleasca stancile prin sud, pe la C2 si E2, apoi sa urce pe
coloana G si sa revina spre vest. Padurea ar arde in 15 ore.
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Pentru cele doua zone cerute, comparam orele date de fiecare focar separat:

Zona Doar focarul A4 Doar focarul G2 Ambele focare (punctul b)

D4 15 7 min(15,7) = 7
c1 5 5 min(5,5) = 5

Zona C1 este la egala distanta de cele doua focare: cele doua fronturi ale focului ajung acolo in
aceeasi ora. In general, distanta de la v la cea mai apropiata sursa este minimul distantelor de
la v la fiecare sursa. BFS cu mai multe surse calculeaza acest minim pentru toate zonele dintr-o
singura parcurgere, in loc de cite o parcurgere pentru fiecare focar.

% Problema 13. Cate trasee cele mai scurte exista?

Enunt. Strazile unui cartier formeaza un caroiaj cu 16 intersectii, notate ca in figura. Toate
tronsoanele de strada au aceeasi lungime. Tronsoanele F-G si G-K sunt inchise pentru
lucrari (punctate in figurd). Un curier pleaca din A spre P.

a) Aplicand BFS din A, determinati distanta de la A la fiecare intersectie si numarul N (v)
de trasee de lungime minima de la A la v.

b) Cate trasee de lungime minima are curierul de la A la P? Céate ar fi fost fara lucrari?

c) Care intersectie, diferita de A si P, este folosita de cele mai multe trasee minime de la
A la P?

Rezolvare. a) Orice traseu minim de la A la v se termina cu un tronson uv, unde u este cu un
nivel mai aproape de A: ¢(u) = ¢(v) — 1. Portiunea pana la u este un traseu minim pana la wu.
Reciproc, orice traseu minim pana la un astfel de u, prelungit cu uv, este un traseu minim pana
la v. Prin urmare

NA)=1, N@= Y  N@).

u vecin cu v

L(u)=~L(v)—1

Calculam N in timpul BFS: cand extragem u si examinam un vecin v aflat pe nivelul urmator
(nou descoperit sau descoperit deja de un alt varf de pe nivelul lui u), adunam N (u) la N(v).
Céand v este extras, toti vecinii lui de pe nivelul anterior au fost deja extrasi, deci N(v) este
complet.

Parcurgem nivel cu nivel:
o Nivelul 0: 4, cu N(A) = 1.
o Nivelul 1: B si E, fiecare cu un singur vecin pe nivelul 0: N(B) = N(E) = 1.

« Nivelul 2: C (din B), F (din B si E), I (din E). Deci N(C) =1, N(F) =141 = 2,
N(I) =1.

e Nivelul 3: D (din C), G (doar din C, deoarece F-G este inchis), J (din F si I), M (din
I). Deci N(D) =1, N(G)=1,N(J)=2+1=3, N(M) = 1.
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o Nivelul 4: H (din D si G), K (doar din J, deoarece G-K este inchis), N (din J si M).
Deci N(H) =2, N(K) =3, N(N) =3+1=4.

e Nivelul 5: L (din H si K), O (din K si N). Deci N(L) =2+3=5, NO)=3+4=T.
e Nivelul 6: P (din L si O): N(P) =547 =12.

3/1 1/4 5/7 —6/12

G——0—®)

oloUcUok
(El/l F2/_2_ Hjl/z
1/1 3/1

0/1
A BN
(A—B)

Langa fiecare intersectie este scris £(v) / N(v). Observam ci, pe fiecare tronson deschis, nivelurile
capetelor difera exact cu 1, deoarece caroiajul este bipartit.

b) Distanta de la A la P este 6, iar numarul traseelor minime este N(P) = 12.

Fara lucrari, un traseu minim de la A la P are 3 pasi spre dreapta si 3 pasi in sus, in orice
ordine. Numarul lor este (g) = 20. Aceeasi valoare se obtine cu BFS: pe caroiajul complet, N
satisface N (v) = N (vecinul din stdnga)+ N (vecinul de jos), adica regula triunghiului lui Pascal.

Lucrarile elimina deci 20 — 12 = 8 trasee minime.

c¢) Un traseu minim de la A la P trece prin v daca si numai daca £4(v) + ¢p(v) = 6, unde £p(v)
este distanta de la v la P. In acest caz, numarul traseelor minime prin v este

Na(v) - Np(v),

deoarece orice traseu minim de la A la v se poate continua cu orice traseu minim de la v
la P. Aplicam acelasi BFS din P pentru a obtine Np (de exemplu, Np(O) = Np(L) = 1,
Np(K) = Np(O) + Np(L) = 2, Np(J) = Np(K) + Np(N) = 2+ 1 = 3). Pentru toate
intersectiile avem £4(v) + £p(v) = 6, deci toate pot aparea pe un traseu minim:

v B ¢C D FEFE F G H I J K L M N O
N4 (v) 1 1 1 1 2 1 2 1 3 3 5 1 4 7
Np(v) 5 2 1 7 3 1 4 3 2 1 1 1 1
Trasee prinv 5 2 1 7 6 1 2 4 9 6 5 1 4 7

Intersectia cea mai folosita este J: 9 dintre cele 12 trasee minime trec prin ea. Verificare:
pe fiecare nivel, traseele se impart intre intersectiile nivelului. De exemplu, pe nivelul 3 avem
14+149+1=12 (intersectiile D, G, J, M), iar pe nivelul 5 avem 5+ 7 = 12 (L si O). Ideea se
foloseste, de exemplu, pentru a gasi nodurile cele mai solicitate dintr-o retea.

Problema 14. Explorarea unei pesteri cu DFS

Enunt. O pestera are 8 sali, numerotate 1,...,8, legate prin galeriile
12, 13, 24, 25, 36, 45, 57, 67, 78.

Un explorator porneste din sala 1 si aplica parcurgerea in adancime, alegand mereu galeria
spre sala nevizitata cu numarul cel mai mic si intorcindu-se cand nu mai are sali noi
accesibile.
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a) Determinati ordinea in care sunt vizitate salile si momentele ti,, tout.
b) Determinati arborele DF'S si muchiile de intoarcere.

c) Deduceti ca reteaua de galerii contine cicluri si indicati cate unul pentru fiecare muchie
de Intoarcere.

Rezolvare. Listele de adiacenta sunt:

Sala \ 1 2 3 4 5 6 7 8
Vecini | 2,3 1,45 1,6 2,5 2,47 3,7 56,8 7

a) Urmarim apelurile recursive. Fiecare chenar descrie un pas: sala curentd (in titlu),
predecesorul ei, vecinii ei si ce facem mai departe, precum si salile Inca nevizitate. Vecinii
sunt colorati astfel: verde pentru sala In care mergem, portocaliu pentru o sala nevizitata
care ramane de explorat mai tarziu din sala curenta, gri pentru o sala deja vizitata (de obicei
predecesorul) si rosu pentru un stramos deja vizitat, care da o muchie de intoarcere.

t = 1: intram in sala 1 t = 2: intram in sala 2

Predecesor: — Predecesor: 1

Vecini: 2, 3 Vecini: 1,4, 5
Actiune: mergem in 2 Actiune: mergem in 4
Nevizitate: 3,4,5,6,7, 8 Nevizitate: 3, 5,6, 7, 8

-

S

t = 3: intram in sala 4 t = 4: intram in sala 5

|\

Predecesor: 2 Predecesor: 4

Vecini: 2, 5 Vecini: 2,4, 7

Actiune: mergem in 5 Actiune: muchia 5-2 este de intoarcere.
Nevizitate: 3,6, 7, 8 Mergem in 7

Nevizitate: 3, 6, 8

-
N

t = 5: intram in sala 7 t = 6: intram in sala 6
Predecesor: 5 Predecesor: 7

Vecini: 5, 6, 8 Vecini: 3, 7

Actiune: mergem in 6 Actiune: mergem in 3
Nevizitate: 3, 8 Nevizitate: 3, 8

.

.
&

t = 9: terminam 6, suntem in sala 7
Predecesor: 6 Predecesor: 5
Vecini: 1, 6 Vecini: 5, 6, 8
Actiune: muchia 3—1 este de intoarcere. Nu Actiune: mergem in 8
exista vecini noi, deci la ¢ = 8 terminam 3 si Nevizitate: 8
revenim in 6
Nevizitate: 8

t = 10: intram in sala 8 t=12,...,16: intoarcerea

Predecesor: 7 Predecesor: pe rand 5, 4, 2, 1, —

Vecini: 7 Vecini: toti vizitati

Actiune: nu exista vecini noi, deci la ¢ =11 Actiune: termindm 7, 5, 4, 2, 1 la momentele
terminam 8 si revenim in 7 12, 13, 14, 15, 16. Salile 5 (pentru 2) si 3
Nevizitate: niciuna (pentru 1), care erau de vizitat, au fost intre

timp vizitate
Nevizitate: niciuna

J

In ultimul chenar, salile 7, 5, 4, 2, 1 se termina pe rand, iar predecesorii lor, 5, 4, 2, 1, sunt salile
in care revenim dupa fiecare terminare.
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Sala 1 2 3 4 5 6 7 8
tin 1 2 7 3 4 6 5 10
tout 16 15 8 14 13 9 12 11
Predecesor — 1 6 2 4 7 5 7

Ordinea vizitarii salilor este 1, 2,4,5,7,6, 3,8. Se observa proprietatea parantezelor: de exemplu,
[7,8] C [6,9] C [5,12] (3 este descendent al lui 6, care este descendent al lui 7), iar [6, 9] si [10, 11]
sunt disjuncte (6 si 8 sunt pe ramuri diferite).

b) Arborele DFS are muchiile 1-2, 2-4, 4-5, 5-7, 7-6, 6-3, 7-8, adica n— 1 = 7 muchii. Celelalte
doua galerii, 2-5 si 1-3, sunt muchii de intoarcere: fiecare uneste o sala cu un stramos al ei.

In desen, arborele DF'S este albastru, muchiile de intoarcere sunt rosii punctate, iar langa fiecare
sala sunt scrise momentele tiy /tout.

c) Existenta muchiilor de intoarcere arata ca reteaua contine cicluri:

e Muchia 52, impreuna cu drumul din arbore 2 — 4 — 5, da ciclul 2 - 4 — 5 — 2, de
lungime 3.

e Muchia 3-1, impreuna cu drumul din arbore 1 - 2 -4 —- 5 — 7 — 6 — 3, da ciclul
1-2—-4—-55—-7—=-6—3—1, delungime 7.

Un explorator care urmeaza doar galeriile arborelui DFS poate vizita toate salile. Galeriile 2-5
si 1-3 sunt ,redundante” (pot fi inchise fara a pierde accesul la vreo sald).

Problema 15. Ordinea cursurilor (sortare topologica)

Enunt. Un program de studii are 8 cursuri. Un arc X — Y inseamna ca X trebuie promovat
inainte de Y:

My Analiza I PR Programare
My Analiza 11 SD  Structuri de date
AL Algebra liniara GR Teoria grafurilor

EC Ecuatii diferentiale PO Optimizare

My — My, My — AL, Ms— EC, PR— AL, PR — SD,
AL - GR, AL — PO, SD — GR, GR— PO, EC — PO.
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a) Aplicati DFS pe graful orientat, lansand parcurgerea din cursuri in ordine alfabetica
(AL, EC,GR, M, M, PO, PR, SD), si determinati momentele fqy.

b) Deduceti o ordine in care pot fi urmate cursurile.

c) Ce se intampla daca se adauga conditia PO — M;?

Rezolvare. Graful are ca varfuri cursurile si ca arce conditiile de precedentd. O ordine corecta
a cursurilor este o sortare topologica.

~.

(PO)
AL /
m

D

a) Parcurgem arcele in sensul lor, vecinii fiind examinati in ordine alfabetica.

o Lansarea 1, din AL, cu tin(AL) = 1. Mergem in GR (tin = 2), apoi in PO (ti, = 3). Din
PO nu pleaca arce, deci tout (PO) = 4. Revenim si termindm GR, cu tou(GR) = 5. Arcul
AL — PO duce la un varf terminat, deci tou(AL) = 6.

e Lansarea 2, din EC, cu t;, = 7. Varful PO este terminat, deci tou(EC) = 8.

o Varful GR este deja vizitat. Lansarea 3, din M1, cu ty, = 9. Varful AL este terminat, deci
mergem in My (¢, = 10). Varful EC este terminat, deci tout(Ma) = 11 si toue (M) = 12.

o Varfurile My si PO sunt vizitate. Lansarea 4, din PR, cu t;, = 13. Varful AL este
terminat, deci mergem in SD (tj, = 14). Varful GR este terminat, deci toy(SD) = 15 si
tout(PR) = 16.

Curs AL EC GR M; M, PO PR 8D

tin 1 7 2 9 10 3 13 14
tout 6 8 ) 12 11 4 16 15

In desenul urmator, varfurile vizitate in aceeasi lansare au aceeasi culoare, iar arcele pe care a
inaintat parcurgerea (arcele arborilor DFS) sunt ingrosate, in culoarea lansarii. Celelalte arce,
punctate gri, duc toate spre varfuri deja terminate. Langa fiecare varf sunt scrise momentele

tin /tout .
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Avem patru lansari, deci patru arbori DFS: AL — GR — PO, EC, My — M si PR — SD.
Spre deosebire de cazul neorientat, numarul lansarilor nu este numarul componentelor conexe.
Graful este conex (ignorand sensul arcelor), dar o lansare atinge doar varfurile accesibile pe arce
din varful de start si inca nevizitate.

In timpul parcurgerii nu am ntalnit niciun arc catre un varf vizitat, dar neterminat, deci graful
nu are circuite.

b) Ordonam cursurile descrescator dupa toyy:
PR (16), SD (15), M; (12), M, (11), EC (8), AL (6), GR (5), PO (4).

Verificam toate cele 10 arce: fiecare merge de la un curs aflat mai devreme in lista la unul aflat
mai tarziu (de exemplu, pentru PR — AL avem 16 > 6, pentru SD — GR avem 15 > 5, iar
pentru EC — PO avem 8 > 4). Aceasta este o ordine corectd de parcurgere a cursurilor. Ea nu
este unica: de exemplu, M; poate fi urmat si Inaintea lui PR.

c¢) Arcul PO — M creeaza circuitul My — AL — PO — Mj: fiecare dintre aceste cursuri ar
trebui promovat Inaintea celorlalte, ceea ce este imposibil. DFS detecteaza situatia: la lansarea
din AL, ajungem in PO pe drumul AL, GR, PO si urmam arcul nou spre My, apoi M; — AL
duce la AL, care este vizitat, dar incd neterminat. Acesta este semnalul unui circuit, aici
AL - GR — PO — M; — AL. Prin urmare nu exista nicio sortare topologica.

Problema 16. Retea fragmentata dupa o avarie

Enunt. Dupa o avarie, intr-o retea de 10 calculatoare au mai ramas functionale doar
legaturile
1-2, 13, 2-3, 45, 6-7, 78 68 9-10.

a) Determinati, cu ajutorul parcurgerii in adancime, componentele conexe ale retelei.

b) Care este numarul minim de legaturi noi necesare pentru ca toate calculatoarele sa
poata comunica? Justificati.

Rezolvare. Listele de adiacenta sunt:

Calculator\l 2 3 45 6 7 8 9 10
Vecini \2,3 1,3 1,2 5 4 7,8 6,8 6,7 10 9

a) Lansam DFS din cel mai mic calculator nevizitat, de fiecare data:

e Din 1 mergem in primul vecin, 2. Din 2, vecinul 1 este vizitat, deci mergem in 3. Vecinii
lui 3 sunt deja vizitati, asa ca revenim pana in 1, care nu mai are vecini noi. Am vizitat
1,2, 3, iar prima componenta este {1, 2, 3}.

o Cel mai mic calculator nevizitat este 4. Din 4 vizitam 4,5. A doua componenta este {4,5}.

o Din 6 mergem in 7, apoi in 8 (vecinul 6 al lui 7 este vizitat). A treia componentd este
{6,7,8}.

o Din 9 vizitam 9,10. A patra componenta este {9, 10}.

Au fost necesare 4 lansari, deci reteaua are ¢ = 4 componente conexe.

b) O legatura noud uneste doua calculatoare. Daca ele sunt in componente diferite, cele doua
componente devin una. Altfel, numarul componentelor nu se schimba. Asadar fiecare legatura
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noua micsoreaza numarul componentelor cu cel mult 1. Pentru a ajunge de la 4 componente la
una sunt necesare cel putin ¢ — 1 = 3 legaturi. Trei legaturi sunt si suficiente, de exemplu 3-5,
5-7, 8-10 (rosii punctate in desen), care leaga componentele ,in lant”.

Problema 17. Detectarea unui blocaj (deadlock) cu DFS

Enunt. Intr-un sistem de operare ruleaza 6 procese Py, ..., Ps. Un arc P; — P; inseamna ca
P; asteaptd o resursa ocupata de Pj, deci P; nu poate continua pana cand P; nu se termina.
Arcele sunt

P — PQ, P — Pg, Py, — P4, P; — P4, Py — P5, Ps — P6, Ps — Ps.
a) Aplicati DFS din P; si aratati ca sistemul este blocat. Precizati procesele implicate in

blocaj.

b) Sistemul de operare opreste fortat procesul FPg si elibereaza resursa asteptata de acesta,
deci arcul Ps — P3 dispare. Aratati ca blocajul a fost eliminat si determinati o ordine
in care se pot termina procesele.

Rezolvare. Blocajul inseamna un circuit in graful de asteptare: fiecare proces de pe circuit
asteapta dupa urmatorul, deci niciunul nu poate continua. In DFS coloram varfurile: alb
(nevizitat), gri (vizitat, in lucru) si negru (terminat). Un arc catre un varf gri inchide un

circuit.

a) Examinam arcele care pleaca din fiecare proces in ordinea indicilor.

e t=1: intram in P; (gri). Primul arc duce in P.

e t=2: intram in P», apoilat =31 P, lat=41n Pssilat=>51n Fs. Toate sunt gri.

Din P urmam arcul Py — Ps: la ¢t = 6 intram in P3 (gri).

Din P; urmam arcul Ps — Py. Varful Py este gri, adica vizitat, dar incd neterminat. Am
gasit un circuit.

Circuitul este format din varfurile gri de pe drumul curent de la Py la Ps, inchis de arcul P3 — Py:
Py — P — Py — P3 — Py.

Procesele P3, Py, Ps, Ps sunt blocate: fiecare asteapta dupa urmatorul. Procesele P; si P» nu
sunt pe circuit, dar asteapta (direct sau indirect) dupa procese blocate, deci nici ele nu pot
continua.

b) Fara arcul P — P3 reluam DFS din P;:
o t=1: Pl,t:2: Pg,t:3: P4,t:4: P5,t:52 P6.

e F% nu mai asteapta dupa nimeni, deci la ¢ = 6 se termina. Revenind, la ¢ = 7 se termina
Ps5, la t = 8 se termina Py, iar la t = 9 se termina Ps.

e Din P; urmam arcul spre P3: la t = 10 intrdm in P;3. Arcul P; — P4 duce la un varf negru
(terminat), deci nu e circuit. La t = 11 se termina Ps, iar la ¢t = 12 se termina P;.
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Nu am intalnit niciun arc catre un varf gri, deci graful nu mai are circuite si blocajul a fost
eliminat.

Proces P1 PQ P3 P4 P5 P6

tin 1 2 10 3 4 5
tout 12 9 11 8 7 6

Un proces se poate termina doar dupa ce s-au terminat toate procesele dupa care asteapta.
Pentru orice arc P; — Pj avem tout(P;) > tou(Pj), deci ordinea crescatoare dupa tou este o

ordine corecta de terminare:
P67 P57 P47 P27 P37 Pl'

Aceasta este inversa sortarii topologice: arcele indica aici ,asteapta dupa”, deci procesul de la
capatul arcului se termina primul.

Problema 18. Legaturi si noduri critice intr-o retea electrica

Enunt. Reteaua electrica a unui campus are 10 noduri, legate prin liniile

1-2, 13, 23, 34, 45, 4-6,
56, 67, 7-8 7-9, 89 9-10.
a) Aplicati DFS din nodul 1 si calculati valorile ¢, si low.
b) Determinati liniile critice (puntile) si nodurile critice (punctele de articulatie).

c) Ce linie noua ar elimina toate punctele critice ale retelei?

Rezolvare. Listele de adiacenta, cu vecinii in ordine crescatoare, sunt:

Nod \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vecini | 2,3 1,3 1,24 3,56 4,6 4,57 689 7,9 7,810 9

a) Aplicam DFS din nodul 1, examinand vecinii in ordinea din tabel. Pentru fiecare nod curent,
vecinii sunt colorati astfel: gri pentru predecesor (muchia pe care am venit), rosu pentru un
stramos deja vizitat, deci o muchie de intoarcere, si verde pentru vecinul nevizitat In care
fnaintam.

tin Nod curent Predecesor Vecini examinati Actiune

1 1 - 2,3 fnaintam in 2

2 2 1 1,3 fnaintam in 3

3 3 2 1,2, 4 3—1 intoarcere, inaintam in 4
4 4 3 3,5,6 fnaintam in 5

) 5 4 4, 6 fnaintam in 6

6 6 ) 4,5, 7 6—4 intoarcere, Tnaintam in 7
7 7 6 6, 8,9 fnaintam in 8

8 8 7 7,9 fnaintam in 9

9 9 8 7,8, 10 9—7 intoarcere, naintam in 10
10 10 9 9 niciun vecin nou, terminam 10

Vecinii scrisi cu negru (3 pentru nodul 1, 6 pentru nodul 4, 9 pentru nodul 7) nu sunt inca
vizitati In momentul primei examinari, dar vor fi vizitati Inaintea revenirii in nodul respectiv.
Dupa terminarea lui 10 ne intoarcem pe drumul parcurs: 9, 8, 7, .., 1. La revenire, nodul 7
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gaseste vecinul 9, nodul 4 gaseste vecinul 6, iar nodul 1 gaseste vecinul 3, toti deja vizitati.
Acestea sunt aceleasi trei muchii de intoarcere, vazute acum de la stramos spre descendent, deci
nu sunt muchii noi.

Toate nodurile au fost descoperite pe un singur drum, deci ¢;,(v) = v, iar arborele DFS este
lantul 1-2-3—...-10. Celelalte trei muchii ale retelei, 31, 64 si 9-7, sunt muchiile de intoarcere.

- - gemEmEr. e

D~~~ —E—~—®)

Arborele DFS este albastru, iar muchiile de intoarcere sunt rosii punctate. Fiecare muchie de
intoarcere ,sare” Inapoi peste o portiune a lantului. Aceasta va determina valorile low.

Calculam low la terminarea fiecarui nod, de la 10 spre 1:

e low(10) = 10 (nu are fii si nici muchii de intoarcere).

(
min(9, tin(7) =7, low(10) = 10) = 7, iar apoi low(8) = min(8, low(9)) = 7 si

(
o low(9) =
low(7) = min(7,low(8)) = 7.
e low(6) = min(6, tin(4) =4, low(7) =7) =4, iar apoi low(5) = 4 si low(4) = 4.
o low(3) =min(3, tin(1) =1, low(4) =4) =1, iar apoi low(2) =1 si low(l) =1

Nodv 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tm(@) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
lowv) 1 1 1 4 4 4 7 7 7 10

b) Punti. Testam fiecare muchie de arbore p(v) v, cu conditia low(v) > tin(p(v)):
o 3-4: low(4) =4 > 3, deci este punte.
o 6-7: low(7) =7 > 6, deci este punte.
e 9-10: low(10) = 10 > 9, deci este punte.

o Pentru celelalte muchii de arbore conditia nu este indeplinita. De exemplu, pentru 4-5
avem low(5) = 4, care nu este mai mare decat ti,(4) = 4.

Liniile critice sunt 3-4, 6-7 si 9-10.

Puncte de articulatie. Radacina 1 are un singur fiu, deci nu este punct de articulatie. Un nod
u # 1 este punct de articulatie daca are un fiu v cu low(v) > tin(u):

e nodul 3 (fiul 4: 4 > 3), nodul 4 (fiul 5: 4 > 4), nodul 6 (fiul 7: 7 > 6), nodul 7 (fiul 8:
7> 7) si nodul 9 (fiul 10: 10 > 9) sunt puncte de articulatie.

o Nodurile 2, 5, 8 nu sunt, deoarece pentru fiii lor low este mai mic decat propriul ¢;, (de
exemplu, low(3) =1 < 2).

Nodurile critice sunt 3,4,6,7,9.

32



Puntile sunt rosii, iar punctele de articulatie sunt colorate. Se vede caracterizarea teoretica:
puntile sunt exact muchiile care nu se afli pe niciun ciclu (reteaua este formata din trei
triunghiuri legate in lant, plus nodul 10).

c) O linie noua care, impreuna cu reteaua, formeaza un ciclu prin toate cele trei punti le
transforma In muchii obisnuite. De exemplu, linia 1-10 creeaza ciclul 1 — 2 — 3 — 4 —
5—+6—=7—=8—=9— 10 — 1, care contine toate nodurile. Dupa adaugarea ei nu mai exista
punti. Nu mai exista nici puncte de articulatie: daca eliminam un singur nod de pe acest ciclu,
celelalte noduri raman legate prin restul ciclului.

Problema 19. Galerii si sali critice in pestera

Enunt. Reluam pestera din Problema 14, cu galeriile 12, 13, 24, 25, 36, 45, 57, 67, 78.
a) Folosind momentele t;;, obtinute acolo, calculati valorile low.

b) Care galerii si care sali sunt critice (a caror prabusire, respectiv blocare, ar izola o parte
0
a pesterii)?

c) Ce galerie noua ar elimina toate punctele critice?

Rezolvare. a) Din Problema 14 avem momentele de descoperire
tin: 1—1,2—2 4—3, 5—4 7T—5 6—6, 3— 7, 8— 10,
arborele DFS cu muchiile 1-2, 2-4, 4-5, 5-7, 7-6, 6-3, 7-8 si muchiile de intoarcere 5-2 si 3-1.
Calculam low in ordinea terminarii salilor (3, 6, 8, 7, 5, 4, 2, 1):
o low(3) = min(7, t»(1) = 1) = 1 (muchia de intoarcere 3-1).
e low(6) = min(6, low(3)) = 1.
= min(5, low(6), low(8)) = 1.

(3)
(6)
o low(8) = 10 (sala 8 nu are fii si nici muchii de intoarcere).
(7)
(5) = min(4, tn(2) =2, low(7)) =1 (muchia de intoarcere 5-2).
(4)

Salav 1 2 3 4 5 6 7 8

tm(v) 1 2 7 3 4 6 5 10
lowv) 1 1 1 1 1 1 1 10

b) Pentru muchiile de arbore p(v)v cu v # 8 avem low(v) = 1, care nu este mai mare decat
tin(p(v)), deci nu sunt punti. Pentru galeria 7-8 avem low(8) = 10 > t;,(7) = 5, deci aceasta
este singura punte. Prabusirea ei ar izola sala 8.

Radacina 1 are un singur fiu (sala 2), deci nu este punct de articulatie. Sala 7 are fiul 8 cu
low(8) = 10 > t;,(7) = 5, deci este punct de articulatie. Pentru celelalte sali, toti fiii au
low = 1, mai mic decat propriul ¢;,. Asadar singura sala critica este 7: blocarea ei izoleaza sala
8.

Rezultatul este in acord cu Problema 14: galeriile 2-5 si 1-3 (muchiile de intoarcere) se afla pe
cicluri, iar toate celelalte galerii, cu exceptia lui 7-8, se afla pe ciclul 1 -2 -4 =5 = 7 —
6—3—1.

c) Este suficientd o galerie noud care si puna sala 8 pe un ciclu, de exemplu 6-8. Atunci 7-8 se
afla pe ciclul 7 — 8 — 6 — 7 si nu mai este punte. Nici sala 7 nu mai este critica: dupa blocarea
ei, sala 8 ramane legata de restul pesterii prin sala 6.
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% Problema 20. Orientarea strazilor unui cartier (teorema lui Robbins)

Enunt. Un cartier are 8 intersectii, legate prin strazile cu dublu sens

1-2, 1-3, 23, 24, 34, 45,
56, 57, 67, 68, T7-38.

Primaria vrea si transforme toate strazile in strazi cu sens unic, astfel incat din orice
intersectie sa se poata ajunge in oricare alta.

a) Aratati ca, pentru reteaua actuald, acest lucru este imposibil.

b) Se construieste strada noua 4-6. Aratati, folosind DF'S din intersectia 1, ca acum exista
o orientare potrivita, si determinati-o.

c) Verificati ca din fiecare intersectie se poate ajunge in intersectia 1. Este 4 in continuare
o intersectie critica (punct de articulatie)? Conteaza acest lucru?

Rezolvare. a) Strada 4-5 este o punte: ea este singura legatura dintre intersectiile {1,2,3,4}
si {5,6,7,8}, deoarece nu se afla pe niciun ciclu. Orice sens i-am da, de exemplu 4 — 5, din
grupul {5,6,7,8} nu mai existd nicio strada care sa duca inapoi in {1,2,3,4}. Pentru sensul
5 — 4 situatia este simetrica. Deci orientarea ceruta este imposibila. Acelasi argument arata ca
orice punte face imposibila o astfel de orientare.

b) Listele de adiacentd, cu strada noua, sunt: 1: 2, 3. 2: 1, 3,4. 3: 1,2, 4. 4: 2, 3,5, 6. 5: 4,
6,7.6:4,5 7,8 7:56,8. 8 6,7.

Aplicam DFS din 1, cu vecinii in ordine crescatoare, si orientam fiecare strada in momentul in
care o examinam prima data:

e Muchiile de arbore se orienteaza de la parinte la fiu, in sensul in care Inainteaza parcurgerea.

o Muchiile de intoarcere se orienteaza de la descendent la stramos, in sensul in care sunt
descoperite.

tin Intersectia curenta Vecini examinati Arce obtinute

1 1 2,3 1 — 2 (arbore)

2 2 1,3,4 2 — 3 (arbore)

3 3 1,2, 4 3 — 1 (intoarcere), 3 — 4 (arbore)
4 4 2,3,5,6 4 — 2 (intoarcere), 4 — 5 (arbore)
5 5 4,6, 7 5 — 6 (arbore)

6 6 4,5,7,8 6 — 4 (intoarcere), 6 — 7 (arbore)
7 7 5,6, 8 7 — 5 (intoarcere), 7 — 8 (arbore)
8 8 6,7 8 — 6 (intoarcere)

Culorile sunt cele din Problema 14: verde pentru vecinul in care naintdm, gri pentru parinte,
rosu pentru un stramos. La revenire, ceilalti vecini (3 pentru 1, 4 pentru 2, 6 pentru 4, 7 pentru
5, 8 pentru 6) sunt deja vizitati, iar strazile respective au fost deja orientate. Toate cele 12 strazi
au primit un sens.
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Arcele de arbore sunt albastre, iar arcele de intoarcere sunt rosii punctate. Strada noua 4-6
a devenit arcul de intoarcere 6 — 4. Intersectia 4 este colorata deoarece ramane punct de
articulatie (vezi punctul c).

c) Din 1 se ajunge in orice intersectie pe arcele albastre: 1 -2 —+3 -4 =5 —=6 =7 — 8.
Drumurile inapoi spre 1 sunt:

Plecare Drum péana la 1

2 2—-3—>1

3—1

4 —-2—=3—-1
5—>6—-4—-2—-3—1

6 —>4—-2—>3—>1
7—+5—>6—>4—-2—-3—1
8§—>6—-4—-2—-3—-1

0 J O Ot = W

Prin urmare, din orice intersectie x se poate ajunge in orice intersectie y, mergand intai din x
in 1 si apoi din 1 in y.

De ce functioneaza in general. Daca graful nu are punti, nicio muchie de arbore p(v) v nu este
punte, deci low(v) < tin(p(v)) < tin(v). Aceasta Inseamna ca din subarborele lui v pleaca un
arc de Intoarcere spre un varf w cu ¢y (w) < tin(v). Din v cobordm pe arcele de arbore pana
la capatul acestui arc si urcam in w. Repetand, momentele t;, scad mereu, deci ajungem in
raddcina 1. Impreuns cu punctul a), obtinem teorema lui Robbins: un graf conex se poate
orienta astfel incat din orice varf sa se ajunga In oricare altul daca si numai daca nu are punti.

Valorile low obtinute sunt 1,1,1,2,4,4,5,6 pentru intersectiile 1,...,8. Intersectia 4 are fiul 5
cu low(5) =4 > tin(4) = 4, deci este In continuare punct de articulatie: daca intersectia 4 ar fi
blocata, grupul {1,2,3} ar raméne izolat de restul cartierului. Pentru orientare acest lucru nu
conteaza. Teorema cere doar ca reteaua sa nu aiba punti, nu si sa nu aiba puncte de articulatie.

Problema 21. Drumuri minime intr-o retea rutiera (algoritmul lui Dijkstra)

Enunt. Sapte localitati A, ..., G sunt legate prin drumuri, cu lungimile (km):

AB=4, AC =2, BC=1, BD=5  CD=8 6 C(CFE=10,
DE=2  DF=6, FF=2 FEG=5 FG=3.
a) Aplicati algoritmul lui Dijkstra din localitatea A, precizand etichetele dupa fiecare pas.
b) Determinati distanta de la A la fiecare localitate si un drum minim de la A la G.

c) Desenati arborele drumurilor minime.

Rezolvare. Toate lungimile sunt pozitive, deci algoritmul lui Dijkstra se poate aplica.

a) Initial d(A) = 0 si toate celelalte etichete sunt co. La fiecare pas alegem varful din afara lui
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S cu eticheta minima si relaxam muchiile lui. In tabel, valorile ingrosate sunt definitive (varful
este in 9).

Pas Aless| A B C D E F G
0 - 0 oo o© o0 00
1 A 0 4 2 o0 o0 00 o
2 cC |0 3 2 10 12 oo
3 B 0 3 2 8 12 oo o0
4 D |0 3 2 8 10 14 o
5 EF (0 3 2 8 10 12 15
6 F (0 3 2 8 10 12 15
7 G |0 3 2 8 10 12 15

Detaliem relaxarile:
o Pasul 1 (Aales,d=0): d(B)=0+4=4sid(C)=0+2=2, cup(B)=pC)=A.

o Pasul 2 (C ales, d = 2): pentru B, 2+ 1 =3 < 4, deci d(B) = 3 si p(B) = C. Pentru D
obtinem 2 + 8 = 10, iar pentru E obtinem 2 + 10 = 12, cu p(D) = p(E) =

o Pasul 3 (B ales, d =3): pentru D, 3+ 5 =8 < 10, deci d(D) =8 si p(D) = B.

o Pasul 4 (D ales, d = 8): pentru E, 8 +2 = 10 < 12, deci d(E) = 10 si p(E) = D. Pentru
F obtinem 8 + 6 = 14, cu p(F) = D.

o Pasul 5 (E ales, d = 10): pentru F', 10+2 = 12 < 14, deci d(F') = 12 si p(F') = E. Pentru
G obtinem 10+ 5 =15, cu p(G) = E.

o Pasul 6 (F ales, d = 12): pentru G, 12 + 3 = 15 nu este strict mai mic decat 15, deci
eticheta nu se schimba.

e Pasul 7: se alege G. Toate etichetele sunt definitive.

Se observa ca eticheta lui B a scazut de la 4 la 3: drumul ocolit A — C — B este mai scurt
decat muchia directa AB.

b) Distantele de la A sunt
dist(4,): B=3,C=2 D=8 E=10, F=12, G = 15.

Pentru G mergem inapoi pe predecesori: G < E <+ D < B «+ C + A, deci un drum minim
este
A-C—-B—-D—>FE—QG, 24+1+54+2+5=15km.

La pasul 6 am gasit un drum de aceeasi lungime, A - ¢ - B - D — EF = F — G
(24+1+5+42+2+3=15), deci drumul minim nu este unic.

c¢) Arborele drumurilor minime are muchiile p(v)v: AC, CB, BD, DE, EF, EG (albastre
ingrosate):
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Deasupra fiecarei localitati este scrisa distanta ei fata de A.

Comparatie cu arborele partial de cost minim. Aplicand algoritmul lui Kruskal acestei retele, se
aleg muchiile BC (1), AC (2), DE (2), EF (2), FG (3), se respinge AB (4), care ar inchide ciclul
ABC, si se alege BD (5). APM are costul 1 +2+ 2+ 2+ 3+ 5 = 15, mai mic decat costul
17 al arborelui drumurilor minime. Diferenta este ca APM leaga G prin F'G (3), cea mai ieftina
legatura, pe cand arborele lui Dijkstra foloseste EG (5), care da drumul cel mai scurt de la A la
G (vezi si Problema 8 c)).

Problema 22. Strazi cu sens unic (Dijkstra pe un graf orientat)

Enunt. Intr-un oras, depozitul unei firme de livrari se afld in intersectia 1. Strazile cu sens
unic dintre intersectiile 1,...,6 si timpii de parcurgere (minute) sunt:
1—-2:7 1—3:3 2—1:6, 2—4:4 3—2:2 3—-5:9,
4—-5:1 4—6:6, 5—1:4 5—-6:3 6—4:5 6—5: 2.
a) Aplicati algoritmul lui Dijkstra din intersectia 1 si determinati timpii minimi catre toate
intersectiile.
b) Determinati traseul cel mai rapid de la depozit la intersectia 6.

c) Determinati traseul cel mai rapid de intoarcere, de la 6 la depozit. Comparati.

Rezolvare. Graful este orientat: o strada se parcurge doar in sensul sagetii. La relaxare folosim
doar arcele care pleaca din varful ales.

21Ty

a) Valorile ingrosate sunt definitive.

Pas Ales |1 2 3 4 5 6

0 - 0 co o0 00 o0 o0
1 1 0 7 3 o0 o0 o
2 3 0 5 3 oo 12 o0
3 2 0 5 3 9 12 0
4 4 0O 5 3 9 10 15
5 5 0O 5 3 9 10 13
6 6 0O 5 3 9 10 13

Relaxarile sunt urmatoarele.
e Din 1 (timp 0): d(2) =7 si d(3) = 3.

e Din 3 (timp 3): pentru 2, 3+2 =5 < 7, deci d(2) = 5 si p(2) = 3. Pentru 5 obtinem
3+9=12.

o Din 2 (timp 5): pentru 4 obtinem 5+ 4 = 9. Arcul 2 — 1 duce intr-un varf definitiv.
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e Din 4 (timp 9): pentru 5, 9+ 1 = 10 < 12, deci d(5) = 10 si p(5) = 4. Pentru 6 obtinem
946 =15.

e Din 5 (timp 10): pentru 6, 10+ 3 = 13 < 15, deci d(6) = 13 si p(6) = 5. Arcul 5 — 1 duce
intr-un varf definitiv.

e Se alege 6. Toate etichetele sunt definitive.
Timpii minimi de la depozit sunt d(2) =5, d(3) = 3, d(4) =9, d(5) = 10 si d(6) = 13 minute.
b) Mergand inapoi pe predecesori, 6 <— 5 <— 4 < 2 <— 3 < 1, obtinem traseul

1-3—-2—-4—5—06, 3+24+4+1+ 3 =13 minute.

Traseul ocoleste arcul direct 1 — 2 (7 minute) prin 1 — 3 — 2 (5 minute) si arcul 4 — 6 (6
minute) prin 4 — 5 — 6 (4 minute).

c) Aplicam algoritmul din 6. Din 6 (timp 0): d(4) = 5 si d(5) = 2. Se alege 5 (timp 2): pentru
1 obtinem 2+4 = 6. Se alege 4 (timp 5): ambele arce, 4 — 5 si 4 — 6, duc in varfuri definitive.
Se alege 1 (timp 6): d(2) =13 si d(3) = 9. Se alege 3 (timp 9): pentru 2, 9+ 2 = 11 < 13, deci
d(2) = 11. In final, timpul minim de intoarcere este

dist(6,1) = 6, pe traseul 6 — 5 — 1.

Intr-un graf orientat distanta nu este simetrica: drumul spre intersectia 6 dureaza 13 minute,
iar Intoarcerea doar 6 minute, pe alte strazi.

% Problema 23. Cel mai scurt drum: in ce sens? Ponderi negative

Enunt. Consideram reteaua rutiera din Problema 21.
a) Un sofer vrea sa ajunga de la A la G trecdnd prin cdt mai putine tronsoane (de exemplu,
pentru a plati cat mai putine taxe de drum). Ce traseu alege? Comparati cu drumul
cel mai scurt in kilometri.

b) Pe o alta ruta, de la S la A se poate merge direct (cost 2) sau prin B: S — B costa 3,
iar pe portiunea B — A soferul primeste un bonus de 2 (cost —2). Ce da algoritmul lui
Dijkstra din S? Este corect?

Rezolvare. a) Acum fiecare tronson ,costa” 1, indiferent de lungime, deci aplicam BFS din A.
Nivelurile sunt:

Localitate A
Nivel ¢ 0

B
1
Predecesor - A

= = Q
o
Q v
T w
& ow @

Predecesorul lui G este F, al lui E este C, deci traseul cu cele mai putine tronsoane este
A—C—>FE—G: 3tronsoane, 24+ 104+5=17 km.

Drumul minim in kilometri, A - C — B —- D — E — G, are 15 km, dar 5 tronsoane. Cele
doua criterii dau trasee diferite: BFS minimizeazd numéarul de muchii, iar Dijkstra minimizeaza
suma ponderilor. Daca toate ponderile ar fi egale, cele doua criterii ar coincide.

b) Graful orientat are arcele S — A (2), S — B (3), B — A (—2).



Algoritmul lui Dijkstra din S:
o Pasul 1: se alege S (d =0). Se obtin d(A) =2 si d(B) = 3.
o Pasul 2: se alege A (d = 2, minim), iar eticheta lui devine definitiva: 2.

o Pasul 3: se alege B (d = 3). Relaxarea arcului B — A ar da 3 —2 =1 < 2, dar A este
deja in S si eticheta lui nu mai este modificata.

Rezultatul este d(A) = 2, dar drumul S — B — A are costul 3 + (—2) = 1 < 2. Algoritmul a
gresit. Argumentul de corectitudine folosea faptul ca portiunea de drum de la primul varf din
afara lui S (aici B) pana la varful ales (A) are lungime nenegativa. Aici, aceasta portiune, arcul
B — A, are lungimea —2. Pentru grafuri cu ponderi negative se folosesc alti algoritmi, cum este
algoritmul Bellman-Ford (vezi Problema 24 d)).

Problema 24. Transport cu subventii (algoritmul Bellman—Ford)

Enunt. O firma transporta marfa intre centrele s,a,b,c,d. Costul unui transport direct
este dat mai jos. Pe unele rute firma primeste o subventie mai mare decat cheltuielile, deci
costul este negativ:
s—a: 6, s—=b:7 a—b:8 a—c:bd a—d: —4,
b—c: -3, b—d: 9, c—a: -2, d—c: 7, d—s: 2.
a) Aplicati algoritmul Bellman-Ford din s si determinati costurile minime catre toate
centrele.

b) Determinati traseul de cost minim de la s la d.

c) Aratati ca algoritmul lui Dijkstra ar da un rezultat gresit.

d) Rezolvati cu Bellman-Ford exemplul cu ponderi negative din Problema 23 b).

Rezolvare. Graful are n = 5 varfuri, deci facem n — 1 = 4 runde, plus o runda de verificare.

Runda k | s a b c d

0

W NN =
o O O O O

o Runda 1: doar s are etichetd finitd, deci d(a) = 6 si d(b) = 7.
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o Runda 2: pentru ¢, varianta cea mai buna este d(b) + (—3) = 4 (prin a s-ar obtine 11), cu
p(c) = b. Pentru d, varianta cea mai buna este d(a) + (—4) = 2 (prin b s-ar obtine 16), cu

p(d) = a.

e Runda 3: pentru a, d(c) + (—2) = 2 < 6, deci d(a) = 2 si p(a) = c. Celelalte etichete nu
se schimba (de exemplu, d(d) + 2 = 4 nu imbunatateste eticheta lui s).

o Runda 4: pentru d, d(a) + (—4) = —2 < 2, deci d(d) = —2.

o Runda de verificare: nicio eticheta nu mai scade (de exemplu, d(d)+2 = 0 nu este mai mic
decat d(s) = 0, iar d(d) + 7 = 5 nu este mai mic decat d(c) = 4). Deci nu exista circuite
negative, iar etichetele din runda 4 sunt costurile minime.

Costurile minime de la s sunt @ : 2, b: 7, c: 4, d: —2.

b) Predecesorii finali sunt p(a) = ¢, p(b) = s, p(c) = b, p(d) = a. Pentru d obtinem d < a <+
c + b+ s, deci traseul

s—=+b—=c—a—d, 7T+ (=3)+(=2)+(—4) = —2.

Traseul are 4 arce, deci a fost gasit abia in runda 4, ceea ce aratd de ce sunt necesare n — 1
runde.

c¢) Dijkstra din s ar alege s (d(a) = 6, d(b) = 7), apoi a, care ar deveni definitiv cu eticheta 6.
Costul real pana la a este insa 2, pe traseul s - b — ¢ — a, care trece prin arcele negative b — ¢
si ¢ — a. Eroarea se propaga si la d: Dijkstra ar gasi 2 in loc de —2.

d) Arcele sunt S — A (2), S — B (3), B— A (—2),cun = 3. Runda 1 da d(A) = 2sid(B) = 3.
Runda 2 da d(A) = min(2, 3—2) =1, cu p(A) = B. Runda de verificare nu mai schimba nimic.
Obtinem costul corect 1, pe traseul S — B — A, acolo unde Dijkstra dadea 2.

% Problema 25. Arbitraj valutar (circuite negative)

Enunt. O casa de schimb afiseaza urmatoarele cursuri: cate unitati din moneda de pe
coloana se primesc pentru o unitate din moneda de pe linie.

| EUR USD RON
EUR| - 1,08 4,97
USD | 0,92 — 4,60
RON | 0,2005 0,215 -

Un arbitraj este un sir de schimburi care pleaca dintr-o moneda si se intoarce in ea cu mai
multi bani decat la inceput.

a) Modelati problema astfel incat un arbitraj sa corespunda unui circuit negativ.
b) Folosind algoritmul Bellman-Ford din EUR, aratati ca nu exista arbitraj.

c¢) Cursul USD—RON devine 4,65. Aratati ca apare un arbitraj, determinati-1 si calculati
castigul pentru 1000 EUR.

Rezolvare. a) Monedele sunt varfurile unui graf orientat, iar schimbul X — Y la cursul (X, Y)
este un arc. Un circuit X1 — X9 — -+ = X;; — X Inmulteste suma initiala cu produsul
cursurilor de pe circuit, deci este arbitraj daca acest produs este mai mare decat 1. Dam
fiecarui arc ponderea

w(X,Y)=—-Inr(X,Y).

Logaritmul transforma produsul in suma, deci
r(X1, Xo) - r( Xk, X1) > 1 <= Inr(X1,X2) + -+ Inr(Xg, X1) >0
<~ w(Xl,Xg) + 4 w(Xk,Xl) < 0.

Asadar arbitrajele sunt exact circuitele negative. Ponderile, rotunjite la 4 zecimale, sunt:
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Arc w Arc w Arc w

EUR—USD —0,0770 USD—RON —1,5261 EUR—RON —1,6034
USD—EUR 0,0834 RON—USD 1,56371 RON—EUR 1,6069

b) Avem n = 3 varfuri, deci 2 runde si o runda de verificare. Pornim din EUR.
e Runda 1: d(USD) = —0,0770 si d(RON) = —1,6034.

e Runda 2: pentru RON, prin USD obtinem —0,0770 — 1,5261 = —1,6031, care nu este mai
mic decat —1,6034. Pentru USD, prin RON obtinem —1,6034 + 1,5371 = —0,0663, nici
aceasta mai mica. Pentru EUR, prin USD obtinem 0,0064, iar prin RON 0,0035, ambele
pozitive. Nicio eticheta nu se schimba.

Etichetele s-au stabilizat, deci nu exista circuit negativ accesibil din EUR. Din EUR se poate
ajunge in orice moneda, deci nu exista arbitraj. Verificare directa: cele doua circuite prin toate
monedele au produsele 1,08 - 4,60 - 0,2005 ~ 0,9961 si 4,97 - 0,215 - 0,92 ~ 0,9831, ambele mai
mici decét 1.

¢) Noul curs da w(USD,RON) = —1n4,65 ~ —1,5369.

Runda \ EUR USD RON

0 0 00 00
1 0 —0,0770 —1,6034
2 0 —0,0770 —1,6139

verificare | —0,0070 —0,0770 —1,6139

In runda 2, eticheta lui RON scade la —0,0770 — 1,5369 = —1,6139, cu predecesorul USD. In
runda de verificare, eticheta lui EUR scade la —1,6139 4+ 1,6069 = —0,0070 < 0, cu predecesorul
RON. O eticheta care scade dupa n — 1 runde semnaleaza un circuit negativ.

Mergand inapoi pe predecesori, EUR <- RON < USD <« EUR, obtinem circuitul
EUR — USD — RON — EUR, 1,08 - 4,65 - 0,2005 =~ 1,0069.

Schimband 1000 EUR in 1080 USD, apoi in 5022 RON, apoi inapoi in EUR, se obtin aproximativ
1006,9 EUR, deci un castig de circa 6,9 EUR (0,69%), care se poate repeta. In practics, casele
de schimb 1si ajusteaza cursurile tocmai pentru a evita astfel de circuite.

Problema 26. Organizarea unei conferinte (drumul critic)

Enunt. Organizarea unei conferinte cuprinde activitatile de mai jos, cu duratele (zile) si
conditiile de precedenta indicate.

Cod Activitatea Precedata de Durata

stabilirea temei si a datei —
rezervarea salii
invitarea vorbitorilor

tiparirea materialelor

organizarea mesei

pregatirea salii

T QN OAQWm
Q
DN W O g Ot W

A
A
C
inscrierea participantilor B,
E
B,
F,

desfasurarea conferintei
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a) Construiti graful activitatilor.
b) Determinati durata minima a pregatirii si a desfasurarii conferintei.

c) Determinati activitatile critice si rezervele celorlalte activitati.

Rezolvare. a) Fiecare activitate este un varf, iar fiecare conditie , X precede Y este un arc
X — Y. Langa fiecare activitate este scrisa durata ei. Ordinea A, B,C,D,E,F,G,H este o
sortare topologica (fiecare activitate apare dupa predecesorii ei), deci graful este aciclic.

b) Calculul inainte, in ordinea A, B,C,D,E, F,G, H:
e A: ES=0, EF =3.
e Bsi Cincep dupa A: ES =3, deci EF(B) =8si EF(C) = 10.
e D incepe dupa C: ES =10, EF = 14.
e FE incepe dupa B si C: ES = max(8,10) = 10, EF = 16.
F incepe dupa E: ES =16, EF = 19.
e G incepe dupa B si D: ES = max(8,14) = 14, EF = 16.
e H incepe dupa F si G: ES = max(19,16) = 19, EF = 21.

Durata minima este T' = 21 de zile.
c¢) Calculul inapoi, in ordinea H,G, F,E,D,C, B, A:
e H: LF =21, LS =19. Apoi G si F, al caror succesor este H: LF' =19, deci LS(G) = 17
si LS(F) = 16.
e FE (succesor F'): LF =16, LS = 10. D (succesor G): LF =17, LS = 13.

e C (succesori D, E): LF = min(13,10) = 10, LS = 3. B (succesori E, G): LF =
min(10,17) = 10, LS = 5.

o A (succesori B, C): LF =min(5,3) =3, LS = 0.

Activitate A B C D F F G H

Durata 3 5 7 4 6 3 2 2
ES/EF 0/3 3/8 3/10 10/14 10/16 16/19 14 /16 19/ 21
Ls/Lr 0/3 5/10 3/10 13/17 10/16 16/19 17/19 19 /21
Rezerva R 0 2 0 3 0 0 3 0

Activitatile critice sunt A,C, E, F, H. Ele formeaza drumul critic (rosu in desen)
A—-C—>FE—F—H, 3+74+6+34+2 =21 zile,

cel mai lung drum din graf. Rezervele sunt 2 zile pentru B si 3 zile pentru D si G. De exemplu,
rezervarea salii poate incepe cel mai tarziu in ziua 5 fara sa Intarzie conferinta. Invitarea
vorbitorilor nu are nicio rezerva: orice intarziere a ei amana conferinta.
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Problema 27. Lansarea unei aplicatii: intarzieri si accelerari

Enunt. Lansarea unei aplicatii mobile are urmatoarele activitati (durate in zile):

Cod Activitatea Precedata de Durata

analiza cerintelor - 4
proiectarea interfetei
proiectarea bazei de date
programarea interfetei
programarea serverului

testarea E

Do Qe

redactarea documentatiei

T QOO AQm e
— W O 1 W o

lansarea F, G

a) Determinati durata minima a proiectului si drumul critic.

C

b) Documentatia intarzie 5 zile. Se amana lansarea?
) Programarea serverului intarzie 4 zile. Ce se intAmpla?

d) Echipa poate scurta cu 2 zile fie programarea interfetei, fie programarea serverului. Ce
varianta este utila? Dar daca programarea interfetei s-ar scurta cu 4 zile?

Rezolvare. a) Aplicim metoda drumului critic, cu ordinea topologica A, B,C,D,E,F,G, H.

Activitate A B C D F F G H

Durata 4 5 3 7 6 4 3 1
ES/EF 0/4 4/9 4/7 9/16 7/13 16/20 9/12 20/21
LS/LF 0/4 4/9 7/10 9/16 10/16 16/20 17/20 20 /21
Rezerva R 0 0 3 0 3 0 8 0

De exemplu, testarea incepe dupa D si E, deci ES(F') = max(16,13) = 16. La calculul inapoi,
B are succesorii D si G, deci LF(B) = min(9,17) = 9. Durata minima este 7' = 21 de zile, iar
drumul critic este

A—-B—-D—F—H, 44+54+7+4+1=21.
Celelalte doua drumuri de la inceput la sfarsit au lungimile

A—-C—-FE—F—H: 18, A—-B—G— H: 13.

b) Documentatia (G) are rezerva 8 zile. O intarziere de 5 zile se incadreaza in rezerva, deci
lansarea nu se amana. Intr-adevar, drumul A — B — G — H ar avea 13 + 5 = 18 < 21 zile.

c) Programarea serverului (E) are rezerva 3 zile. O intarziere de 4 zile depaseste rezerva cu o
zi. Drumul A - C — E — F — H ar avea 18 + 4 = 22 zile, deci proiectul ar dura 22 de zile.
Drumul critic s-ar schimba si ar trece acum prin C si E.

d) Programarea serverului nu este critica, deci scurtarea ei nu modifica durata (drumul critic
ramane de 21 de zile). Programarea interfetei este critica. Scurtdnd-o cu 2 zile, drumurile au
lungimile 19, 18 si 13, deci proiectul dureaza 19 zile. Aceasta este varianta utila.

Daca programarea interfetei s-ar scurta cu 4 zile, drumul A - B — D — F — H ar avea 17
zile, dar drumul A — C — FE — F — H are 18 zile si devine critic. Proiectul ar dura 18 zile,
deci castigul ar fi doar de 3 zile, nu de 4. Aceasta ilustreaza observatia din partea teoretica:
scurtarea are efect doar pana cand un alt drum devine critic.
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Probleme propuse

Problemele marcate cu % sunt mai provocatoare intelectual.
1. Codul unei retele. O retea arbore cu 9 noduri are legaturile
1-4, 24, 34, 45, 56, 67, 638 89
Desenati reteaua si determinati codul ei Priifer. Verificati proprietatea gradelor.

2. Reconstruirea unei retele. Desenati arborele al carui cod Prifer este (6, 2, 2, 6, 7, 1).
Verificati rezultatul, recalculand codul.

3. Numararea arborilor. Cati arbori cu varfurile 1,...,7 exista In care:

a) varful 1 este frunza?

b) varful 1 are gradul 37

c) gradele sunt d(1) = d(2) =3, d(3) =2 si d(4) = d(5) = d(6) = d(7) = 17
)

d) exista exact doua frunze?

4. Retea de irigatii. Opt parcele, numerotate 1,...,8, trebuie legate prin canale de irigatie.
Costurile canalelor posibile sunt:

12: 4, 13: 3, 23: 2, 24:5 34:6, 35: 4, 45: 3,
46: 7, 56: 5, 57: 6, 67: 2, 68: 4, 7T8: 3.

a) Determinati, cu algoritmul lui Kruskal, o retea de canale de cost minim.

b) Este aceasta retea unica? Justificati.

5. Prim si Dijkstra. Pentru reteaua din Problema propusa 4:

a) Aplicati algoritmul lui Prim pornind din parcela 1 si comparati rezultatul cu cel obtinut
prin algoritmul lui Kruskal.

b) Determinati arborele drumurilor minime din parcela 1 si comparati-1 cu APM.
6. Retea de comunicatii. O retea are 10 noduri, iar listele de vecini sunt:

Nod \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vecini | 2,4,5 1,3,6 2,7 1,8 1,6,9 2510 3,10 49 58 6,7

a) Aplicati BFS din nodul 1, precizand continutul cozii la fiecare pas.
b) Determinati numarul minim de legaturi de la nodul 1 la fiecare nod si desenati arborele
BFS.

c) Determinati un traseu cu numar minim de legaturi de la nodul 1 la nodul 10.

7. % Calul pe o tabla 5 x 5. Un cal se afla in coltul stanga-jos al unei table de sah 5 x 5.
Folosind BFS pe graful sariturilor calului, determinati numarul minim de mutari necesare
pentru a ajunge in fiecare patrat al tablei. Care este numarul minim de mutari pana in coltul
dreapta-sus?

8. Problema vaselor. Avem un vas de 4 litri si un vas de 9 litri, initial goale, si o sursa de

apa, cu aceleasi operatii ca in Problema 11. Determinati, cu BF'S, numarul minim de operatii
prin care se obtin exact 6 litri Intr-un vas si precizati operatiile.
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9. Bipartitie cu BFS. Un graf are varfurile 1, ..., 8 si muchiile
12, 16, 23, 27, 34, 38, 45, 56, 58, 78.

a) Folosind nivelurile BF'S din varful 1, decideti daca graful este bipartit.

b) Reluati cerinta dupa adaugarea muchiei 13. Daca graful nu mai este bipartit, determinati
un ciclu impar.

10. Evacuarea unui etaj. Planul unui etaj este impartit in patrate, ca in figurd (coloanele
A,...,F, randurile 1,...,5). Patratele hasurate sunt pereti, iar iesirile se afla in A5 si F'3
(patratele verzi). Dintr-un patrat se poate trece in patratele vecine (sus, jos, stanga, dreapta)
care nu sunt pereti.

=N W ks Ot

A B C D E F

a) Determinati, cu o singura parcurgere BFS, numarul minim de pasi de la fiecare patrat
pana la cea mai apropiata iesire.
b) Care sunt patratele cele mai defavorizate?

c) Se poate deschide o a treia iesire, fie in Al, fie in F'1. Care varianta reduce mai mult
distanta maxima pana la o iesire?

11. % Centrul unei retele. O retea arbore are 12 noduri si legaturile
1-2, 1-3, 24, 2-5, 3-6, 4-12, 5-7, 5-8, 6-9, 811, 9-10.

Se stie ca, intr-un arbore, nodul cel mai departat de un nod oarecare este capatul unui drum
de lungime maxima.
a) Aplicati BFS din nodul 4 si determinati un nod u cat mai departat de 4.

b) Aplicati BFS din u si determinati un nod v cat mai departat de u. Deduceti lungimea
maxima a unui drum in retea.

¢) Un server trebuie amplasat intr-un nod, astfel incit distanta de la server la cel mai
departat nod sa fie cat mai mica. Unde trebuie amplasat? Justificati.

12. Parcurgere in adancime. Un graf are varfurile 1,...,9 si muchiile
12, 14, 23, 25, 36, 45, 56, 58, 69, 78, 89.

a) Aplicati DFS din varful 1 si determinati momentele ti, si tous.
b) Desenati arborele DFS si precizati muchiile de intoarcere.

c¢) Pentru fiecare muchie de intoarcere, indicati ciclul pe care 1l determina.

13. Constructia unei case. Activitatile unui santier si conditiile de precedenta (X — Y
inseamna ca X trebuie terminata inainte de inceperea lui Y) sunt:

F  fundatia T  tencuielile
S structura P pardoseala
A acoperisul Z  zugraveala
I instalatiile M mobilarea
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F—=S S—A S—=I A-T, A—Z
I—-T7T T—-P T—Z, P—M Z—M.
a) Folosind DFS, verificati ca nu exista conditii circulare.
b) Determinati o ordine in care pot fi executate activitatile.

c) Ce se intampla daca se adauga conditia Z — 17

14. % Ordini de parcurgere. Un graf are varfurile 1,...,6 si muchiile
12, 13, 24, 34, 35, 46, 56.
a) Pentru fiecare dintre sirurile
(1,3,2,5,4,6), (1,2,4,3,5,6), (1,2,3,6,4,5), (1,3,4,2,6,5)

decideti daca poate fi ordinea de vizitare a unei parcurgeri BFS din 1, a unei parcurgeri
DFS din 1 sau a niciuneia.

b) Pentru ordinile posibile, precizati in ce ordine trebuie examinati vecinii.

c) Exista un sir care sa fie atat ordine BFS, cat si ordine DFS din 17 Justificati.

15. Puncte critice. Un graf are varfurile 1,...,9 si muchiile
12, 13, 23, 24, 45, 46, 56, 57, 78, 79, 89.

a) Aplicati DFS din varful 1 si calculati valorile i, si low.
b) Determinati puntile si punctele de articulatie.

c) Adaugati o singura muchie astfel incat graful si nu mai aiba puncte critice.

16. Punti in arbori.

a) Aratati ca intr-un arbore orice muchie este punte.

b) Aratati ca, intr-un arbore cu cel putin 3 varfuri, punctele de articulatie sunt exact
varfurile care nu sunt frunze.

c) Verificati aceste afirmatii aplicand criteriile cu valori low (DFS din varful 1) arborelui
din Problema 3.

17. Un cartier cu sens unic. Un cartier are 10 intersectii si strazile

1-2, 13, 23, 34, 4-5 56,
6-7, 4-7, 6-8, 89, 8-10, 9-10.
a) Determinati puntile retelei. Se pot transforma toate strazile in strazi cu sens unic, astfel
incat din orice intersectie sa se ajunga In oricare alta?
b) Aratati ca o strada noua 2-5 nu rezolva problema, dar o strada noua 2-9 o rezolva.

c) Dupa construirea strazii 2-9, determinati o orientare potrivita folosind DFS din
intersectia 1.

18. Drumuri minime. Opt localitati A, ..., H sunt legate prin drumuri cu lungimile (km):

AB=3, AC=6, AD=9, BC=2 BE=7 CD=2 CF=S38,
DF =5 EF=1, EG=4, FG=6, FH=9, GH=2.

a) Aplicati algoritmul lui Dijkstra din A, precizand etichetele dupa fiecare pas.
b) Determinati distantele de la A si un drum minim de la A la H.

c¢) Desenati arborele drumurilor minime.
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19. Retea cu sens unic. Un graf orientat are varfurile s, a, b, c,d,t si arcele, cu costurile lor:
s—a: 4, s—=b:1, b—a: 2, a—c: b b—d: 8,
c—d: 1, c—t: 6, d—t: 2, t—s:3, d—b: 2
a) Determinati, cu algoritmul lui Dijkstra, costurile minime de la s la toate varfurile.
b) Determinati costul minim de la ¢ la s si de la d la a.

20. Modificarea ponderilor. Fie un graf cu ponderi pozitive si doua varfuri u, v.
a) Aratati ca, daca toate ponderile se inmultesc cu acelasi numar ¢ > 0, drumurile minime
de la u la v raman aceleasi.

b) Aratati, printr-un exemplu, ca daca la toate ponderile se aduna acelasi numar ¢ > 0,
drumul minim de la u la v se poate schimba.

21. Costuri negative. Un graf orientat are varfurile 1,...,5 si arcele, cu costurile lor:
1—-2:4 1—-3:5 2—=3: -2, 3—2: 3,
2—4:6, 3—5:2 4—-5: -3, 5b—4: 4
a) Aplicati algoritmul Bellman-Ford din véarful 1, precizand etichetele dupa fiecare runda.
b) Determinati traseele de cost minim de la 1 la fiecare varf.

c) Aplicati si algoritmul lui Dijkstra. Da rezultatul corect?

22. Detectarea unui circuit negativ. Un graf orientat are varfurile 1,...,5 si arcele
1—2:2, 2—3: -1, 3—4: -2, 4—-2:1, 1—4:5 4—-5: 3.
a) Aplicati algoritmul Bellman-Ford din varful 1 si decideti daca exista un circuit negativ.

Daca da, determinati-1 folosind predecesorii.
b) Reluati cerinta daca arcul 4 — 2 are costul 4.

23. Durata constructiei. Activitatile din Problema propusa 13 au duratele (zile): fundatia 10,
structura 20, acoperisul 8, instalatiile 12, tencuielile 10, pardoseala 6, zugraveala 5, mobilarea

3.
a) Determinati durata minima a constructiei si drumul critic.
b) Determinati rezerva fiecarei activitati.

c) Cu cat poate intarzia cel mult acoperisul fara a intarzia mutarea in casa?

24. O masa festiva. Pregatirea unei mese festive Incepe la ora 10:00 si cuprinde activitatile
(durate in minute):

Cod Activitatea Precedata de Durata
A cumparaturile - 60
B marinarea carnii A 120
C  pregatirea legumelor A 30
D coacerea carnii B 90
E  salata C 20
F desertul A 50
G aranjarea mesei E F 15
H  servirea D, G 10

a) La ce ora se poate termina cel mai devreme servirea? Care este drumul critic?
b) Cu cat poate intarzia cel mult pregatirea legumelor?

¢) Desertul dureaza cu 40 de minute mai mult decit s-a estimat. Se modifica ora servirii?
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Rezolvarea problemelor propuse

I Problema propusa 1. Codul unei retele

Listele de adiacenta sunt: 1: 4. 2: 4. 3: 4. 4: 1,2, 3,5. 5: 4,6. 6: 5,7,8. 7: 6. 8 6,9. 9: 8.
Reteaua are 9 noduri si 8 legaturi si este conexa, deci este un arbore.

La fiecare pas stergem frunza cea mai mica si scriem vecinul ei.

g\@@a
@/\/

Pas Frunzele arborelui curent Frunza stearsa Se scrie

1 1,2,3,7,9 1 4
2 2,3,7,9 2 4
3 3,7,9 3 4
4 4,7,9 4 5
5 5,7,9 5 6
6 7,9 7 6
7 6,9 6 8

Dupa pasul 3, nodul 4 a ramas legat doar de 5, deci a devenit frunza. La fel, 5 devine frunza
dupa pasul 4, iar 6 dupa pasul 6. Dupa 7 pasi raman nodurile 8 si 9, legate intre ele, si ne oprim.
Codul Priifer este

(4, 4,4, 5, 6, 6, 8).

Proprietatea gradelor. Gradele sunt d(4) = 4, d(6) = 3, d(5) = d(8) = 2, iar nodurile 1,2,3,7,9
au gradul 1. In cod, 4 apare de 3 = d(4) — 1 ori, 6 apare de 2 = d(6) — 1 ori, 5 si 8 apar cite o
data, iar frunzele nu apar deloc. Fiecare nod v apare de d(v) — 1 ori.

I Problema propusa 2. Reconstruirea unei retele

Codul are lungimea 6, deci arborele are n = 8 varfuri. Calculam d(v) = 1+(numarul de aparitii
ale lui v in cod):

d(1)=2,d(2)=3, d33)=1, d(4) =1, d(b) =1, d(6) =3, d(7) =2, d(8) = 1.

La pasul i alegem cel mai mic varf  cu d(z) = 1, adaugam muchia dintre z si elementul a; al
codului, apoi stergem x si micsoram d(a;) cu 1.

Pasi a; Varfuricud=1 =z Muchia adaugata si modificarea gradelor

1 6 3,4,5,8 3 36, d(6) =2
2 2 4,5,8 4 42 d?2)=2
32 5,8 5 52, d2)=1
4 6 2,8 2 26, d6)=1
5 07 6,8 6 67, d(7)=1
6 1 7.8 7 71, d(1) =1
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La final au ramas varfurile 1 si 8, ambele cu d = 1, pe care le unim prin muchia 1-8. Arborele

are muchiile
3-6, 2-4, 2-5, 2-6, 6-7, 1-7, 1-8.

Verificare. Codificam arborele obtinut. Frunzele sunt 3,4,5,8. Stergem pe rand 3 (scriem 6),
4 (scriem 2), 5 (scriem 2), apoi 2, devenit frunza (scriem 6), apoi 6 (scriem 7) si 7 (scriem 1).
Raman 1 si 8. Regasim codul (6,2,2,6,7,1).

NN
2 6 —T—1)—)

I Problema propusa 3. Numararea arborilor

Folosim corespondenta bijectiva dintre arborii cu varfurile 1, ..., 7 si sirurile de lungime 7—2 = 5
cu valori in {1,...,7} (codurile Priifer), precum si proprietatea gradelor: varful v apare in cod
de exact d(v) — 1 ori. Numaram deci coduri.

a) Varful 1 este frunza daca si numai daca d(1) = 1, adica 1 nu apare in cod. Fiecare dintre cele
5 pozitii poate primi oricare dintre celelalte 6 valori, deci exista

6° = 7776

de arbori.

b) Varful 1 are gradul 3 daca si numai daca apare in cod de exact 2 ori. Alegem cele 2 pozitii
ocupate de 1 in (g) = 10 moduri, iar celelalte 3 pozitii primesc valori diferite de 1, in 63 = 216

moduri. Rezulta

<2> .62 =10- 216 = 2160

de arbori.

¢) Codul contine de 2 ori pe 1, de 2 ori pe 2, o data pe 3 si deloc varfurile 4,5,6,7 (frunzele).
Numarul acestor siruri este numarul de aranjari ale ,,cuvantului” 1,1,2,2, 3:

500120

= 30.
21211! 4

Verificare: suma gradelor este 3+3+2+1+1+4+1+41=12=2(7— 1), cum trebuie pentru un
arbore.

d) Frunzele sunt exact véarfurile care nu apar in cod. Exact doud frunze inseamna ca exact
5 varfuri apar in cod, iar cum codul are 5 pozitii, ele apar cate o data, deci codul are toate
elementele distincte. Numarul acestor coduri este

7-6-5-4-3=2520.

Observatie: un arbore cu exact doua frunze este un lant (celelalte 5 varfuri au gradul 2). Numarul
lanturilor cu 7 varfuri etichetate este 7!/2 = 2520, deoarece fiecare lant se poate citi in doua
sensuri. Cele doua numarari coincid.
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I Problema propusa 4. Retea de irigatii

TR
N

il
I

a) Ordonam canalele crescator dupa cost (la egalitate, in ordinea lexicografica):

23(2), 67(2), 13(3), 45(3), 78(3), 12

(4), 35(4), 68(4), 24(5), 56 (5), 34(6), 57(6), 46 (7).

Canal Cost Se adauga? Componente dupa pas
23 2 da {2, 3}, restul izolate
67 2 da {2,3},{6,7}

13 3 da {1,2,3}, {6, 7}

45 3 da {1,2,3},{4,5},{6,7}
78 3 da {1,2,3},{4,5},{6,7,8}
12 4 u (ciclu 123)  neschimbate

35 4 da {1,2,3,4,5},{6,7,8}
68 4 u (ciclu 678)  neschimbate

24 5 u (ciclu 2354) neschimbate

56 5 da {1,...,8}

Am ales n — 1 = 7 canale si ne oprim. Reteaua de cost minim (albastra in desen) are canalele

23, 67, 13, 45, 78, 35, 56,  cost 24+2+3+3+3+4+5 = 22.

b) Costurile nu sunt distincte, deci nu putem aplica direct observatia din teorie. Folosim
urmatorul criteriu. Fiecare canal f care nu este in arbore formeaza cu arborele un ciclu. Daca
f este strict mai scump decat toate celelalte canale ale acestui ciclu, pentru fiecare f, atunci

APM este unic. Verificam:

Canal in afara arborelui Cost Ciclul format si costurile canalelor din arbore

12
68
24
34
57
46

4

N O O Ut

123: 23(2),13(3)
678: 67(2), 78(3)
2354: 23(2), 35 (4), 45 (3)

In fiecare rand costul canalului din afara arborelui este mai mare decét toate costurile din ultima
coloana. Justificarea criteriului: fie T arborele gasit si 7" un alt arbore partial. Atunci 7" contine
un canal f care nu este in 7. Eliminand f din T”, acesta se rupe in doud componente. Ciclul
format de f cu T trece de la o componenta la cealalta si prin f, deci contine si un alt canal g
din T care leagd cele doud componente. Cum g este mai ieftin decit f, arborele obtinut din 7"
inlocuind f cu g are cost mai mic. Deci 7" nu este de cost minim. Prin urmare reteaua de cost

minim este unica.
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I Problema propusa 5. Prim si Dijkstra

a) Algoritmul lui Prim din parcela 1. Eticheta c(v) este costul celui mai ieftin canal de la v la
arborele curent. Valorile ingrosate corespund parcelelor deja incluse.

Pas Ales Canal [1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 - 0 4 3 00 o0 o0 00 0O
2 3 13 0 2 3 6 4 o0 00 0
3 2 23 0 2 3 5 4 o0 00 0
4 9 35 0 2 3 3 4 5 6 oo
5 4 45 0 2 3 3 4 5 6 oo
6 6 56 0 2 3 3 4 5 2 4
7 7 67 0 2 3 3 4 5 2 3
8 8 78 0 2 3 3 4 5 2 3

Actualizarile importante:

o Pasul 2: se alege 3. Pentru 2, canalul 23 costa 2 < 4, deci ¢(2) = 2. Obtinem si ¢(4) = 6,
c(b) =4.

o Pasul 3: se alege 2. Pentru 4, canalul 24 costa 5 < 6, deci ¢(4) = 5.

o Pasul 4: se alege 5. Pentru 4, canalul 45 costa 3 < 5. Obtinem si ¢(6) = 5, ¢(7) = 6.
o Pasul 5: se alege 4. Canalul 46 (7) nu imbunatateste c(6) = 5.

o Pasul 6: se alege 6. Pentru 7, 2 < 6, deci ¢(7) = 2. Pentru 8 obtinem 4.

o Pasul 7: se alege 7. Pentru 8, 3 < 4, deci ¢(8) = 3. Pasul 8: se alege 8.

Prim obtine canalele 13, 23, 35, 45, 56, 67, 78, cu costul 22, adica aceeasi retea ca algoritmul
lui Kruskal (era de asteptat, deoarece APM este unic). Difera doar ordinea: Kruskal a ales
23,67,13,45,78, 35,56, construind Intai mai multe ,bucati”, in timp ce Prim creste un singur
arbore pornind din 1.

b) Algoritmul lui Dijkstra din parcela 1. Eticheta d(v) este lungimea celui mai scurt drum
cunoscut de la 1 la v.

Pas Ales Canal |1 2 3 4 5 6 7T 8
1 1 - 0 4 3 o0 © o0 o o0
2 3 13 0 4 3 9 7 oo o o©
3 2 12 0 4 3 9 7 oo o o
4 5 35 0 4 3 9 7 12 13 o
5 4 34 0 4 3 9 7 12 13 o0
6 6 56 0 4 3 9 7 12 13 16
7 7 57 0 4 3 9 7 12 13 16
8 8 68 0 4 3 9 7 12 13 16

Cateva comparatii:

o Pasul 2: din 3, pentru 2 obtinem 3 4 2 = 5, care nu este mai mic decat 4. Prim schimba
aici eticheta lui 2, deoarece compara doar costul canalului (2 < 4).

o Pasul 3: din 2, pentru 4 obtinem 4 + 5 = 9, nu mai putin decat 9.
o Pasul 5: din 4, pentru 5 obtinem 9 43 = 12 > 7, iar pentru 6, 9 +7 = 16 > 12.
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o Pasul 7: din 7, pentru 8 obtinem 13 + 3 = 16, egal cu eticheta existenta, deci 8 ramane
legat de 6. Exista doua drumuri minime de la 1 la 8, de lungime 16.

Arborele drumurilor minime are canalele 12, 13, 34, 35, 56, 57, 68, cu costul total 4 +3 4+ 6 +
4454644 =32> 22. Comparam distantele de la parcela 1:

Parcela 2 3 4 5 6 7 8

Drumul din APM 5 3 10 7 12 14 17
Drumul din arborele lui Dijkstra 4 3 9 7 12 13 16

De exemplu, in APM apa ajunge in parcela 2 pe traseul 1 — 3 — 2, de lungime 5, desi canalul
direct 12 are lungimea 4. Arborele lui Dijkstra este mai scump cu 10, dar ofera de la parcela 1
cele mai scurte trasee spre toate parcelele. APM minimizeaza costul total al retelei, iar arborele
lui Dijkstra minimizeaza fiecare distanta de la 1.

I Problema propusa 6. Retea de comunicatii

a) Pornim cu @ = (1) si £(1) = 0. La fiecare pas extragem primul nod din coada si adaugam la
sfarsitul ei vecinii lui Inca nevizitati, in ordinea din liste.

Nod extras Nivel Noduri noi (predecesor) Coada @ dupa pas

1 0 2,4,5 (1) 2,4,5

2 1 3,6 (2) 4,5,3,6
4 1 8 (4) 5,3,6,8
5 1 9 (5) 3,6,8,9
3 2 7 (3) 6,8,9,7
6 2 10 (6) 8,9,7,10
8 2 - 9,7,10
9 2 - 7,10

7 3 - 10

10 3 - vidd

De exemplu, cand extragem 5, vecinii lui sunt 1, 6, 9, dar 1 si 6 sunt deja vizitati, deci doar 9
este nou.

b) Numarul minim de legaturi de la nodul 1 este nivelul BFS:

Nod 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 o1 2 1 1 2 3 2 2 3
Predecesor — 1 2 1 1 2 3 4 5 6

nivel 0
nivel 1

nivel 2

nivel 3
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Arborele BES este albastru. Legaturile punctate, 5-6, 89 si 7-10, nu fac parte din arbore.
Fiecare dintre ele uneste noduri de pe niveluri alaturate sau de pe acelasi nivel.

¢) Mergem inapoi pe predecesori: 10 <— 6 < 2 < 1. Un traseu cu numar minim de legaturi este
1 —2— 6 — 10, cu 3 legaturi. Nu exista un traseu mai scurt, deoarece £(10) = 3. Traseul nu
este unic: 1 — 5 — 6 — 10 are tot 3 legaturi.

I Problema propusa 7. Calul pe o tabla 5 x5 %

Graful sariturilor are ca varfuri cele 25 de péatrate. Doud patrate sunt adiacente daca un cal
poate sari dintr-unul in celalalt, adica difera cu 1 pe o directie si cu 2 pe cealalta. Numarul
minim de mutari pana la un patrat este nivelul lui Tn BFS pornit din al.

Aplicam BFS. Pe nivelul 0 se afla al. Din al calul poate sari doar in b3 si c2, care formeaza
nivelul 1. Vecinii lor nevizitati formeaza nivelul 2 si asa mai departe:

Nivel Patrate

0 al

1 b3, c2

2 a3, ab, b4, cl, cb, d2, d4, el, e3

3 a2, a4, bl, b5, c4, dl1, d3, d5, e2, e4
4 b2, c3, €5

Toate cele 1 +2 + 9+ 10 + 3 = 25 de patrate sunt atinse. Scriem nivelurile pe tabla:

5121312 |31|4
413121323
312 (114|312
21314123
1101312 |3 |2

a b c d e

Coltul dreapta-sus, €5, se afla pe nivelul 4, deci sunt necesare minim 4 mutari. Un traseu optim,
obtinut mergand Inapoi pe predecesori, este

al > c2 —>e3 — cd — eb.

Observatie: desi se afla ,aproape” de al, patratele b2 si c3 cer tot cate 4 mutari. Distanta in
graful sariturilor nu are legatura directa cu distanta pe tabla.

I Problema propusa 8. Problema vaselor

Notam cu A vasul de 4 litri si cu B vasul de 9 litri. O stare este perechea (a,b), cu 0 < a <4
si0 <b<9. Cain Problema 11, din (a,b) putem ajunge in (4,b), (a,9) (umplere), (0,0), (a,0)
(golire), (a —t,b+t) cu t = min(a,9 — b) (turnare A — B) si (a +t,b—t) cu t = min(h,4 — a)
(turnare B — A). Examinam operatiile in aceasta ordine si aplicaim BFS din (0,0) pana cand
apare o stare cu 6 litri.

93



Pas Stare extrasd Nivel Stari noi (operatia) Coada @ dupa pas

1 (0,0) 0  (4,0) (umple A), (0,9) (umple B) (4,0),(0,9)
2 (4,0) 1 (4,9) (umple B), (0,4) (A — B) (0,9),(4,9),(0,4)
3 (0,9) 1 (4,5) (B— A) (4,9),(0,4), (4,5)
4 (4,9) 2 - (0,4),(4,5)
5 (0,4) 2 (4,4) (umple A) (4,5), (4,4)
6 (4,5) 2 (0,5) (goleste A) (4,4),(0,5)
7 (4,4) 3  (0,8) (A— B) (0,5),(0,8)
8 (0,5) 3 (4,1) (B— A) (0,8), (4,1)
9 (0,8) 4 (4,8) (umple A) (4,1),(4,8)
10 (4,1) 4 (0,1) (goleste A) (4,8),(0,1)
11 (4,8) 5 (3,9) (A— B) (0,1),(3,9)
12 (0,1) 5 (1,0) (B — A) (3,9), (1,0)
13 (3,9) 6 (3,0) (goleste B) (1,0),(3,0)
14 (1,0) 6  (1,9) (umple B) (3,0),(1,9)
15 (3,0) 7 (0,3) (A= B) (1,9),(0,3)
16 (1,9) 7  (4,6) (B— A) (0,3), (4,6)
Starea (4, 6) apare pe nivelul 8 si este prima stare cu 6 litri. Toate starile de pe nivelurile 0,...,7

apar deja in tabel si niciuna nu contine 6 litri, deci sunt necesare minim 8 operatii. Mergand
inapoi pe predecesori obtinem:

Operatia Ce se face Starea (a,b)

umple B (
toarnd din Bin A (
goleste A (
toarna din Bin A (
goleste A (
toarna din Bin A (
umple B (

(

0 J O U = W N

toarna din Bin A

La final vasul B contine 6 litri. Ideea traseului: scotand de doua ori cate 4 litri din vasul plin B
ramane 1 litru, pe care il mutam in A. Apoi umplem B si completam A cu inca 3 litri, deci in
B raman 9 — 3 = 6 litri.

I Problema propusa 9. Bipartitie cu BFS
Listele de adiacenta sunt: 1: 2, 6. 2: 1,3, 7. 3: 2,4,8. 4: 3,5. 5: 4,6,8. 6: 1, 5. 7: 2, 8. 8 3,
5, 7.
a) BFS din 1, cu vecinii examinati in ordine crescatoare:
e nivelul 0: 1. Din 1 descoperim 2 si 6.
e nivelul 1: 2, 6. Din 2 descoperim 3 si 7, iar din 6 descoperim 5.
e nivelul 2: 3, 7, 5. Din 3 descoperim 4 si 8. Din 7 si 5 nu apar varfuri noi.

e nivelul 3: 4, 8.

Verificam muchiile: 12 (nivelurile 0 si 1), 16 (0, 1), 23 (1, 2), 27 (1, 2), 34 (2, 3), 38 (2, 3), 45
(3, 2), 56 (2, 1), 58 (2, 3), 78 (2, 3). Nicio muchie nu uneste doua varfuri de pe acelasi nivel,
deci graful este bipartit. Bipartitia este data de nivelurile pare si impare:

X =1{1,3,5,7} (nivelurile 0 si 2), Y ={2,4,6,8} (nivelurile 1 si 3).
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Fiecare muchie are un capat impar si unul par, deci, in acest caz, chiar paritatea etichetelor da
bipartitia.

b) Cu muchia 13, vecinii lui 1 sunt 2, 3, 6. BFS din 1 da:

e nivelul 0: 1. Din 1 descoperim 2, 3, 6.

e nivelul 1: 2, 3, 6. Din 2 descoperim 7. Vecinul 3 al lui 2 este deja pe nivelul 1. Din 3
descoperim 4 si 8, iar din 6 descoperim 5.

e nivelul 2: 7, 4, 8, 5.

Muchia 23 uneste doua varfuri de pe nivelul 1, deci graful nu mai este bipartit. (La fel muchiile
45, 58 si 78, care unesc varfuri de pe nivelul 2.) Ciclul impar se obtine din muchia 23 si drumurile
din arborele BFS de la 1 la 2 si la 3:

1-2—-3-—>1, de lungime 3.

Explicatie directa: un graf bipartit nu poate contine un ciclu de lungime impara, deoarece pe
un ciclu varfurile alterneaza intre X si Y.

I Problema propusa 10. Evacuarea unui etaj

a) Patratele care nu sunt pereti sunt varfurile unui graf, iar patratele vecine sunt legate prin
muchii. Distanta de la un patrat la cea mai apropiata iesire se obtine printr-un BFS cu mai
multe surse, ca In Problema 12: punem ambele iesiri, A5 si '3, in coada de la inceput, cu
nivelul 0. Valul 1 contine vecinii celor doua iesiri, valul 2 vecinii nevizitati ai acestora si asa mai
departe:

Pasi  Patrate

0 A5, F3 (iesirile)

1 A4, B5, E3, F2, F4

2 A3, B4, C5, D3, E4, F1, F5

3 A2, (3, C4, F1, E5

4 AL, C2, D1

5 Bl C1
500(1 2] 2
al112(3) 1
32/ 13]2]1/0
208040171
1045|5432
ABCDEF

b) Cele mai defavorizate sunt patratele B1 si C1 (portocalii in figura), aflate la 5 pasi de cea mai
apropiata iesire. De exemplu, din C1 un drum optim este C'1 — C2 — C3 — D3 — E3 — F3.
Peretele D2—-FE2 obliga la acest ocol.

c¢) Reluam BFS cu trei surse.

o Cu iesirea suplimentara Al, valurile sunt: 0: Al, A5, F3. 1: A2, A4, B1, B5, E3, F2, F4.
2: A3,B4,C1,05,D3,FE4,F1,F5. 3: C2,C3,C4,D1, E1, E5. Distanta maxima scade de
la 51a 3.

o Cu iesirea suplimentara F'1, distanta maxima devine 4, atinsa in Al, B1 si C2. Iesirea F'1
este aproape de iesirea existenta F'3, deci ajuta putin.
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Varianta mai buna este iesirea din Al. Observatie: iesirea trebuie pusa langa zona cea mai
departata de iesirile existente, nu oriunde pe margine.

I Problema propusa 11. Centrul unei retele %

Listele de vecini sunt: 1: 2, 3. 2: 1,4,5. 3: 1,6. 4: 2,12. 5: 2,7, 8. 6: 3,9. 7: 5. 8 5, 11. 9:
6, 10. 10: 9. 11: 8. 12: 4.

a) BFS din 4 da nivelurile:

Nivel Noduri

0 4
2,12
1,5
3,7, 8
6, 11
9

10

S T s W N -

Nodul cel mai departat de 4 este u = 10, la distanta 6, pe drumul4 -2 -1 =3 =6 — 9 — 10.

b) BFS din 10 da nivelurile: 0: 10. 1: 9. 2: 6. 3: 3. 4: 1. 5: 2. 6: 4, 5. 7: 12, 7, 8. 8 11.
Nodul cel mai departat de 10 este v = 11, la distanta 8. Conform proprietatii din enunt, v = 10
este capatul unui drum de lungime maxima, deci cel mai lung drum din retea are lungimea 8:

10—-9—-6—+3—-1—-2—5—8—11.

Lungimea maxima a unui drum dintr-un graf se numeste diametrul grafului.

Justificarea proprietatii din enunt. Fie a un nod oarecare, u un nod cat mai departat de a si P
un drum de lungime maxima D, cu capetele x si y. Notam cu ¢ nodul lui P cel mai apropiat
de a. Intr-un arbore drumul dintre dous noduri este unic, deci drumul de la a la orice nod al
lui P trece prin ¢. Putem presupune d(c,y) > d(c,x), deci d(c,y) > D/2. Aratam ca din u
pleaca un drum de lungime cel putin D, deci exact D. Cum u este cel mai departat de a, avem
d(a,u) > d(a,y) = d(a,c)+d(c,y). Distingem dupa modul in care drumul de la a la v intalneste
drumul de la a la ¢ si pe P.

o Drumul de la a la u paraseste drumul de la a la ¢ intr-un nod m # c. Atunci d(a,u) =
d(a,m) +d(m,u) si d(a,y) = d(a,m) + d(m,c) + d(c,y), deci d(m,u) > d(m,c) + d(c,y).
Drumul v — m — ¢ — z are lungimea d(u, m) + d(m, ¢) + d(c,z) > d(c,y) + d(c,z) = D.

e Drumul de la a la u trece prin ¢, merge pe P pana la un nod r si apoi paraseste P. Atunci
d(c,u) =d(c,r) +d(r,u) > d(c,y). Daca r se afla intre ¢ si y, drumul v — r — ¢ — x are
lungimea d(c,u) + d(c,z) > D. Daca r se afla intre ¢ si , drumul v — r — ¢ — y are
lungimea d(c,u) + d(c,y) > 2d(c,y) > d(c,z) + d(c,y) = D.

In toate cazurile u este capatul unui drum de lungime D, ceea ce trebuia aritat.

c¢) Pentru un nod z, notam cu e(x) distanta de la « la cel mai departat nod. Deoarece d(10,11) =
8, pentru orice nod z avem d(x, 10)+d(z, 11) > 8, deci unul dintre cei doi termeni este cel putin
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4 si e(x) > 4. Nodul 1, aflat la mijlocul drumului de mai sus, are e(1) = 4: BFS din 1 da
nivelurile 0: 1. 1: 2, 3. 2: 4,5, 6. 3: 12, 7, 8, 9. 4: 11, 10. Serverul trebuie amplasat in nodul
1, cel mai departat nod fiind la 4 legaturi. Un nod cu aceasta proprietate se numeste centrul
arborelui. Celelalte noduri au e(z) > 5, de exemplu e(2) = 5 (pana la 10) si e(3) =5 (pana la

11).

I Problema propusa 12. Parcurgere in adancime

Listele de adiacenta sunt: 1: 2, 4. 2: 1, 3,5. 3: 2,6. 4: 1,5. 5: 2,4,6,8. 6: 3,5,9. 7: 8. 8 5,
7,9.9: 6, 8.

a) Aplicam DFS din 1, cu ceasul ¢ crescut la fiecare intrare si la fiecare terminare.

t=1:intramin 1, apoiin 2 (t =2),in3 (¢t =3),in6 (¢t =4)siin5 (t =5). La fiecare
pas am mers in primul vecin nevizitat.

In 5, vecinul 2 este vizitat si este stramos: muchia de intoarcere 5-2. Mergem in 4 (t = 6).

In 4, vecinul 1 este stramos: muchia de intoarcere 4-1. Vecinul 5 este parintele. Terminam
4lat=".

Revenim in 5. Vecinul 6 este parintele, deci mergem in 8 (t = 8), apoi in 7 (t = 9). Varful
7 nu are alti vecini, deci 1l terminam la ¢ = 10.

Revenim in 8 si mergem in 9 (¢ = 11). Vecinul 6 al lui 9 este stramos: muchia de intoarcere
9-6. Terminam 9 la ¢ = 12.

Urmeaza terminarile: 8 (t =13), 5 (t =14), 6 (t =15), 3 (t =16), 2 (t =17), 1 (t = 18).

Varf 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tin 1 2 3 6 5 4 9 8 11
tout 18 17 16 7 14 15 10 13 12
Predecesor — 1 2 5 6 3 8 5 8

b) Arborele DFS are muchiile 1-2, 2-3, 3-6, 6-5, 54, 5-8, 87, 8-9 (8 muchii, n — 1). Muchiile
de intoarcere sunt 5-2, 4-1 si 9-6.

c¢) Fiecare muchie de intoarcere inchide un ciclu impreuna cu drumul din arbore dintre capetele

ei:

e 5-2: ciclul 2 -3 — 6 — 5 — 2, de lungime 4.

e 4-1: ciclull =2 —-3—-6 —-5—4 — 1, de lungime 6.

e 9-6: ciclul 6 -5 — 8 = 9 — 6, de lungime 4.
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I Problema propusa 13. Constructia unei case

Varfurile grafului orientat sunt activitatile, iar arcele sunt conditiile de precedenta. Listele de
succesori sunt: F: S. S: A I. A: T, Z. I T.T: P, Z. P: M. Z: M. M: niciunul.

a) Lansam DFS din F, urmand arcele in sensul lor, cu succesorii examinati in ordinea de mai
sus. Un varf este gri cat timp este vizitat, dar neterminat, si negru dupa terminare.

e Intramin FF (t=1),5 (t=2),A(t=3),T (t=4), P(t=5)si M (t =6). Varful M nu

are succesori: il terminam la ¢t = 7, apoi terminam P la t = 8.

e Revenim in T si mergem in Z (t =9). Arcul Z — M duce la un varf negru. Terminam Z
(t=10), T (t =11). Arcul A — Z duce la un varf negru, deci terminam A (¢t = 12).

e Revenim in S si mergem in I (¢t = 13). Arcul I — T duce la un varf negru. Terminam I
(t=14), S (t=15) si F (t = 16).

Activitate FF S A I T P Z M
tin 1 2 3 13 4 5 9 6
tout 16 15 12 14 11 & 10 7

Nu am Intalnit niciun arc catre un varf gri, deci nu exista conditii circulare.

b) Ordonam activitatile descrescator dupa toue:
F (16), S (15), I (14), A (12), T (11), Z (10), P (8), M (7).

Verificam ca fiecare arc merge spre o activitate aflatd mai tarziu in lista: de exemplu I — T
(14>11),A— Z (12>10),T — P (11 > 8), Z — M (10 > 7). Aceasta este o ordine posibila:
fundatia, structura, instalatiile, acoperisul, tencuielile, zugraveala, pardoseala, mobilarea.

¢) Parcurgem din nou graful cu arcul nou Z — I. Péana la ¢t = 8 totul decurge la fel. Din T’
intram in Z (¢t = 9), iar acum Z are succesorii M si I. Varful M este negru, deci intram in I
(t = 10). Din I urmam arcul I — T, iar T este gri (vizitat, dar neterminat). Am gasit circuitul

T—w7—1-—=T.

Conditiile cer ca tencuielile sa fie gata inaintea zugravelii, zugraveala inaintea instalatiilor, iar
instalatiile Inaintea tencuielilor, ceea ce este imposibil. Nu mai exista nicio ordine de executie a
lucrarilor.

I Problema propusa 14. Ordini de parcurgere %

Listele de vecini sunt: 1: 2, 3. 2: 1, 4. 3: 1,4, 5. 4: 2, 3,6. 5: 3, 6. 6: 4, 5. Nivelurile BFS
din 1 sunt: nivelul 0: 1, nivelul 1: 2, 3, nivelul 2: 4, 5, nivelul 3: 6. Ele nu depind de ordinea
vecinilor.

Folosim doua criterii simple:
e Intr-o ordine BF'S, varfurile apar in ordinea crescatoare a nivelurilor.

e Intr-o ordine DFS, fiecare varf nou este un vecin nevizitat al varfului curent. Parcurgerea
revine pe drumul parcurs doar cand varful curent nu mai are vecini nevizitati.

a) si b)

e (1,3,2,5,4,6): nivelurile sunt 0,1,1,2,2,3, in ordine crescatoare. Este ordine BFS, daca
examinam vecinii lui 1 in ordinea 3,2 si ai lui 3 in ordinea 5,4: din 1 intra in coada 3 si
2, din 3 intra 5 si 4, din 2 nu intra nimic nou, din 5 intra 6. Nu este ordine DFS: dupa 3,
DFS ar trebui sa mearga intr-un vecin nevizitat al lui 3 (4 sau 5), nu in 2.
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e (1,2,4,3,5,6): este ordine DFS, cu vecinii lui 4 examinati in ordinea 3,6: 1 — 2 — 4 —
3 — 5 — 6, fiecare varf fiind vecin cu precedentul. Nu este ordine BFS, deoarece 4 (nivelul
2) apare inaintea lui 3 (nivelul 1).

e (1,2,3,6,4,5): nu este ordine BFS, deoarece 6 (nivelul 3) apare inaintea lui 4 (nivelul 2).
Nu este nici ordine DFS: dupa 2, al carui vecin nevizitat este 4, DFS trebuie sa mearga in
4, nu in 3.

e (1,3,4,2,6,5): este ordine DFS. Din 1 mergem in 3, din 3 in 4 (vecinii lui 3 in ordinea 4, 5),
din 4 in 2 (vecinii lui 4 in ordinea 2, 6). Varful 2 nu mai are vecini nevizitati, revenim in 4
si mergem in 6, iar din 6 in 5. Nu este ordine BF'S, deoarece 4 (nivelul 2) apare inaintea
lui 2 (nivelul 1).

c¢) Nu. Intr-o ordine BFS din 1, pozitiile a doua si a treia sunt ocupate de vecinii lui 1, adica de
2 si 3, in ordinea dorita. Intr-o ordine DFS, al treilea varf este un vecin nevizitat al celui de-al
doilea, deoarece atat 2, cat si 3 au vecini nevizitati dupa primul pas. Cum 2 si 3 nu sunt vecini,
al treilea varf DFS nu poate fi celalalt dintre ele. Prin urmare nicio ordine nu este simultan BFS
si DFS. Aici cele trei ordini BFS posibile sunt (1,2,3,4,5,6), (1,3,2,4,5,6) si (1,3,2,5,4,6).

I Problema propusa 15. Puncte critice

Listele de adiacenta sunt: 1: 2, 3. 2: 1, 3, 4. 3: 1,2. 4: 2,5,6. 5: 4,6, 7. 6: 4,5. 7: 5,8,9. &
7,9.9: 7, 8.

a) Aplicaim DFS din 1. Valoarea low(v) este cea mai mica valoare tj, care se poate atinge din
subarborele lui v folosind cel mult o muchie de intoarcere. O calculam la terminarea lui v.

o Intramin 1 (t=1),2 (t =2),3 (t =3). In 3, vecinul 1 este strimos (muchia de intoarcere
3-1), deci low(3) = 1. Terminam 3 (¢ = 4).

+ Revenim in 2 si intrdm in 4 (t = 5), 5 (t = 6), 6 (t = 7). In 6, vecinul 4 este straimos
(muchia de intoarcere 6-4), deci low(6) = 5. Terminam 6 (¢t = 8).

o+ Revenim in 5 si intrim in 7 (¢t = 9), 8 (t = 10), 9 (t = 11). In 9, vecinul 7 este strimos
(muchia 9-7), deci low(9) = 9. Terminam 9 (¢t = 12).

e La terminari: low(8) = min(10,low(9)) = 9, low(7) = min(9,low(8)) = 9, low(5) =
min(6, low(6),low(7)) = min(6,5,9) = 5, low(4) = min(5,low(5)) = 5, low(2) =
min(2, low(3),low(4)) =1, low(1) = 1.

Varf v 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tin(v) 1 2 3 5 6 7 9 10 11
Predecesor - 1 2 2 4 5 5 7 8
low(v) 1 11 5 5 5 9 9 9

b) Punti. O muchie de arbore p(v) v este punte daca low(v) > tin(p(v)):
o 2-4: low(4) =5 > 2, deci este punte.
o 5-T: low(7) =9 > 6, deci este punte.

o Celelalte nu sunt punti. De exemplu, 1-2: low(2) = 1, iar 4-5: low(5) = 5, care nu este
mai mare decét tin(4) = 5.

Puncte de articulatie. Radacina 1 are un singur fiu (2), deci nu este punct de articulatie. Un
varf u # 1 este punct de articulatie daca are un fiu v cu low(v) > tiy(u):

e 2 (filul4: 5>2),4 (fiul 5: 5>5),5 (ful 7: 9 > 6) si 7 (fiul 8 9 > 9) sunt puncte de
articulatie.
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e 3,659 nuau fii. Varful 8 are fiul 9, cu low(9) =9 < 10.

Puntile sunt 2-4 si 5-7, iar punctele de articulatie sunt 2,4,5,7.

c) Graful este format din trei triunghiuri, {1,2,3}, {4,5,6} si {7,8,9}, legate in lant prin cele
doud punti. Adaugam muchia 1-9 (verde punctat in desen), care uneste cele doua triunghiuri
de la capete.

Muchia noua formeaza ciclul 1 =2 — 4 — 5 — 7 — 9 — 1, care contine ambele punti si toate
punctele de articulatie.

o Nu mai exista punti: fiecare muchie se afli acum pe un ciclu (pe un triunghi sau pe ciclul
de mai sus).

o Nu mai exista puncte de articulatie. Daca eliminam, de exemplu, varful 4, triunghiul
{1,2,3} raméane legat de restul grafului prin drumul 1 — 9 — 7 — 5. La fel, eliminind 2,
5 sau 7, cele doua parti raman legate prin cealalta portiune a ciclului. Eliminarea unui alt
varf nu deconecteaza graful nici Inainte, nici dupa adaugare.

Orice muchie intre {1,3} si {8,9} are acelasi efect. O muchie care are un capat intr-un punct
de articulatie nu ajunge. De exemplu, cu muchia 2-9, varful 2 raméane punct de articulatie,
deoarece separa varfurile 1 si 3 de restul grafului.

I Problema propusa 16. Punti in arbori

a) Fie uv o muchie a arborelui 7. Presupunem ca T — uv este incd conex. Atunci exista in
T — wv un drum de la u la v, care Impreuna cu muchia uv formeaza un ciclu in T. Aceasta
contrazice faptul ca T" este un arbore. Deci 7" — uv nu este conex si uv este punte.

b) Fie n > 3.
e Daca v este o frunza, eliminarea ei lasa un graf conex: orice drum intre doua alte varfuri

nu trece prin v, deoarece un varf interior al unui drum are cel putin doi vecini pe drum.
Deci frunzele nu sunt puncte de articulatie.

« Daca v nu este frunza, el are cel putin doi vecini, a si b. Daca T'— v ar fi conex, un drum
de la a la b in T' — v, impreuna cu muchiile va si vb, ar forma un ciclu in 7', ceea ce este
imposibil. Deci v este punct de articulatie.

(Conditia n > 3 exclude arborele cu doua varfuri, in care ambele varfuri sunt frunze.)

c¢) Arborele din Problema 3 este arborele binar complet cu 15 varfuri, in care varful k are fiii 2k
si 2k + 1. Aplicam DFS din 1 (cu vecinii in ordine crescatoare) si obtinem:

v 1 2 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15

tw 1 2 16 3 9 17 23 4 6 10 12 18 20 24 26
tour 30 15 29 8 14 22 28 5 7 11 13 19 21 25 27
low 1 2 16 3 9 17 23 4 6 10 12 18 20 24 26

Un arbore nu are muchii de intoarcere, deci low(v) = tin(v) pentru orice varf.
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o Punti. Pentru orice muchie p(v)v avem low(v) = tin(v) > tin(p(v)), deoarece fiul este
descoperit dupa parinte. Toate cele 14 muchii sunt punti, conform punctului a).

o Puncte de articulatie. Radacina 1 are doi fii (2 si 3), deci este punct de articulatie. Un varf
w e {2,...,7} are fiii 2u si 2u+1, iar pentru fiul v = 2u avem low(v) = tiy(v) > tin(u), deci
u este punct de articulatie. Frunzele 8,...,15 nu au fii, deci nu sunt puncte de articulatie.

Punctele de articulatie sunt 1,...,7, exact varfurile care nu sunt frunze, conform punctului b).

I Problema propusa 17. Un cartier cu sens unic

a) Reteaua este formata din triunghiul {1, 2,3}, patrulaterul 4-5-6-7-4 si triunghiul {8,9, 10},
legate prin strazile 3-4 si 6-8. Aceste doua strazi nu se afla pe niciun ciclu, deci sunt punti.
Celelalte strazi se afla pe cate un ciclu si nu sunt punti. (Aceleasi rezultate se obtin cu valorile
low dintr-un DFS din 1.) Conform teoremei lui Robbins (Problema 20), orientarea cerutd nu
exista: de exemplu, daca 3-4 primeste sensul 3 — 4, din intersectiile 4, ..., 10 nu se mai poate
reveni in {1,2,3}.

b) Strada 2-5 formeaza ciclul 2 — 3 — 4 — 5 — 2, care contine puntea 3-4. Puntea 6-8 raméane
insa singura legatura spre {8,9,10}, deci problema persista.

Strada 2-9 formeaza ciclul 2 -3 -4 =+ 5 = 6 — 8 = 9 — 2, care contine ambele punti.
Dupa construirea ei, fiecare strada se afla pe un ciclu, deci reteaua nu mai are punti si, conform
teoremei lui Robbins, orientarea exista.

c) Listele de vecini devin: 1: 2,3. 2: 1,3,9. 3: 1,2,4. 4: 3,5, 7. 5: 4,6. 6: 5,7,8. 7: 4,6. &
6,9, 10. 9: 2, 8, 10. 10: 8, 9. Aplicam DFS din 1, orientdnd muchiile de arbore de la parinte la
fiu si muchiile de intoarcere de la descendent la stramos:

tin Intersectia Arce obtinute

1—2

23

3 — 1 (intoarcere), 3 — 4

4—5

5—6

6—7

7 — 4 (intoarcere). Terminam 7 la ¢ = 8 si revenim in 6.
6 — 8 (arbore, din 6), 8 — 9

9 — 2 (intoarcere), 9 — 10

10 — 8 (intoarcere)

© J O T B W N
© 00 N O U b W N

— =
= O
—
o

Orientarea are arcele de arbore 1 —+ 2,2 -+ 3,3 —+4,4 —>5,5—>6,6—>7,6—>8, 8—>09,
9 — 10 si arcele de intoarcere 3 — 1, 7 — 4, 9 — 2, 10 — 8, in total 13 strazi. Din 1
se ajunge in orice intersectie pe arcele de arbore. Drumurile inapoi spre 1 sunt, de exemplu,
7—+4—-5—26—-8-29—-2—-3—-=1510—8—=9—=2—3— 1. Fiecare intersectie are un
astfel de drum, deci din orice intersectie se ajunge in oricare alta. Observati ca strada noua 2-9
este folosita de toate drumurile care pleaca din intersectiile 4, ..., 10 spre 1.
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I Problema propusa 18. Drumuri minime

a) Aplicam algoritmul lui Dijkstra din A. Valorile ingrosate sunt etichete definitive.

Pas Ales| A B C D E F G H
1 A 0 3 6 9 o0 o0 00 o
2 B 0 3 5 9 10 oo oo o
3 cC |0 3 5 7 10 13 oo o0
4 D |0 3 5 7 10 12 oo
5 EF |0 3 5 7 10 11 14 o
6 F 0 3 5 7 10 11 14 20
7 G 0 3 5 7 10 11 14 16
8 H 0O 3 5 7 10 11 14 16

Relaxarile, pas cu pas:
e Pasul 1: din A obtinem d(B) =3, d(C') =6, d(D) =9.
o Pasul 2: se alege B (3). Pentru C, 3+ 2 =5 < 6, deci d(C) = 5, p(C) = B. Pentru E,

34+ 7=10.
o Pasul 3: se alege C' (5). Pentru D, 5+2 =7 <9, deci d(D) =7, p(D) = C. Pentru F,
548 =13.

o Pasul 4: se alege D (7). Pentru F', 7+ 5 =12 < 13, deci d(F') = 12, p(F) = D.

o Pasul 5: se alege E (10). Pentru F, 10+ 1 = 11 < 12, deci d(F) = 11, p(F) = E. Pentru
G, 1044 = 14.

o Pasul 6: se alege F' (11). Pentru G, 11 + 6 = 17 nu este mai mic decat 14. Pentru H,
11+ 9 = 20.

o Pasul 7: se alege G (14). Pentru H, 14 4+ 2 = 16 < 20, deci d(H) = 16, p(H) = G.
o Pasul 8: se alege H (16).

Observam ca eticheta lui F' a scazut de doua ori (13 — 12 — 11), pe masura ce s-au gasit
drumuri mai bune.

b) Distantele de la A sunt
B=3, C=5 D=7 FE=10, F=11, G=14, H =16.
Pentru H mergem inapoi pe predecesori: H < G + E + B < A. Drumul minim este

A—-B—~F—G— H, 3+7+4+2=16 km.

c¢) Arborele drumurilor minime are muchiile p(v)v: AB, BC, CD, BE, EF, EG, GH.

: 10

AT
-
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In desen, arborele drumurilor minime este verde, iar langa fiecare localitate este scrisa distanta
ei fatd de A. Fiecare localitate se atinge din A urmand doar muchiile verzi, pe cel mai scurt
drum.

I Problema propusa 19. Retea cu sens unic

Listele de succesori, cu costurile, sunt: s: a(4), b(1). a: ¢(5). b: a(2), d(8). ¢: d(1), ¢(6). d: b(2),
t(2). t: s(3). Toate costurile sunt pozitive, deci putem aplica algoritmul lui Dijkstra, relaxand
doar arcele in sensul lor.

a) Dijkstra din s:

Pas Ales|s a b ¢ d t
1 s 0 4 1 oo o o©
2 b 0 3 1 o 9
3 a 0 3 1 8 9
4 c 0 31 8 9 14
5 d 0 31 8 9 11
6 t 0 31 8 9 11

o Pasul 2: se alege b (1). Pentru a, 1+ 2 = 3 < 4, deci d(a) = 3, p(a) = b. Pentru d,
1+8=09.

o Pasul 3: se alege a (3). Pentruc, 3+ 5 =8.

o Pasul 4: se alege ¢ (8). Pentru d, 8 + 1 =9, egal cu eticheta existenta, deci nu se schimba
nimic. Pentru ¢, 8 + 6 = 14.

o Pasul 5: se alege d (9). Arcul d — b duce la un varf definitiv. Pentru ¢, 9+ 2 = 11 < 14,
deci d(t) = 11, p(t) = d.

Costurile minime de la s sunt a =3, b=1,¢c =38, d =9, t = 11. De exemplu, un traseu optim
spre t este s - b —d — t, cucostul 1 +8 +2 = 11. Traseul s - b — a — ¢ — d — t are tot
costul 1 +2+5+ 142 =11, deci drumul minim nu este unic.

b) De la t pleaca un singur arc, t — s, cu costul 3, deci costul minim de la ¢ la s este 3. Observam
ca de la s la ¢ costul minim este 11: Iintr-un graf orientat distanta depinde de sens.

Pentru costul de la d la a aplicam Dijkstra din d. Din d obtinem b = 2 si t = 2. Se alege b (2),
care dd a = 2+ 2 = 4. Se alege t (2), care di s = 2+ 3 = 5. Se alege a (4), care da ¢ = 9.
Etichetele lui s si ¢ nu mai scad. Costul minim de la d la a este 4, pe traseul d — b — a.

I Problema propusa 20. Modificarea ponderilor

Pentru un drum P notam cu L(P) suma ponderilor muchiilor lui si cu k(P) numarul de muchii.
a) Dupa Inmultirea ponderilor cu ¢ > 0, noua lungime a drumului P este ¢ L(P). Pentru oricare
doua drumuri P;, P> de la u la v avem

L(P) < L(P,) <= cL(P) < cL(P),

deoarece ¢ > 0. Ordinea drumurilor dupa lungime nu se schimba, deci drumurile minime raméan
aceleasi, iar distanta de la u la v se inmulteste cu c¢. (Un exemplu practic: trecerea de la kilometri
la metri nu schimba traseul cel mai scurt.)

b) Dupa adunarea lui ¢ la fiecare pondere, noua lungime a lui P este L(P) + ck(P). Drumurile
cu multe muchii sunt penalizate mai mult decat cele cu putine muchii, deci ordinea se poate
schimba. Exemplu: varfurile u, z, v, cu ponderile w(uz) = 2, w(zv) = 2, w(uv) = 5.
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Drum Lungime initiala Lungime dupa adunarea lui c = 2

U—T—v 2+2=4 4+4=28
U —> v 5 54+2=7

Initial drumul minim este v — x — v, iar dupa modificare drumul minim devine muchia directa
U — v.

I Problema propusa 21. Costuri negative

a) Notam cu di(v) costul minim al unui drum de la 1 la v cu cel mult k arce. Avem n = 5, deci
4 runde de relaxare, urmate de o rundi de verificare. In fiecare rundi calculim dj, din dj_1,
relaxand toate arcele.

Runda k|1 2 3 4 5

0 0 c0o o0 o ™
1 0 4 5 o ™
2 0o 4 2 10 7
3 0 4 2 10 4
4 0 4 2 8 4

e Runda 1: din 1 obtinem d;(2) =4 si d;(3) = 5.

o Runda 2: d3(3) = min(5, d1(2) — 2) = min(5,2) = 2, cu predecesorul 2. De asemenea
d2(4) = d1(2) + 6 = 10 si da(5) = d1(3) +2 = 7. Pentru 2, di(3) + 3 = 8 nu este mai mic
decat 4.

o Runda 3: d3(5) = min(7, d2(3) +2) = 4. Pentru 4, d2(5) +4 = 11 nu este mai mic decat
10.

e Runda 4: d4(4) = min(10, d3(5) +4) = 8, cu predecesorul 5. Pentru 5, d3(4) —3 = 7 nu
este mai mic decat 4.

o Verificare: pentru niciun arc nu mai obtinem o eticheta mai mica. De exemplu d(4) — 3 =
5>d(5) =4sid(3)+3=>52>d(2) =4. Nu exista circuite negative accesibile din 1, iar
etichetele sunt costurile minime.

b) Mergand Inapoi pe predecesori obtinem traseele de cost minim:

Varf Traseu Cost

2 1—=2 4

3 1—-52—->3 4—-2=2

5 1—-2—-3—5 4-2+2=4

4 1-2—23—>5—-4 4-2+2+4=28

De remarcat ca drumul spre 3 trece prin 2, desi exista arcul direct 1 — 3, iar drumul spre 4
ocoleste arcul direct 2 — 4, ambele datorita arcului negativ 2 — 3.

c¢) Aplicam algoritmul lui Dijkstra din 1.
o Pasul 1: din 1, d(2) =4, d(3) = 5.
o Pasul 2: se alege 2 (4). Pentru 3, 4 —2 =2 < 5, deci d(3) = 2. Pentru 4, 4 + 6 = 10.
o Pasul 3: se alege 3 (2). Pentru 5, 2 +2 = 4.
o Pasul 4: se alege 5 (4). Pentru 4, 4 +4 = 8 < 10, deci d(4) = 8.
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o Pasul 5: se alege 4 (8). Pentru 5, 8 — 3 = 5, nu mai putin decat 4.

Dijkstra obtine aceleasi valori, 0,4, 2, 8,4, deci aici rezultatul este corect. Este Insa o Intamplare:
arcul negativ 2 — 3 a fost relaxat Tnainte ca 3 sa devina definitiv, deoarece 2 a fost ales Tnaintea
lui 3 (4 < 5). Garantia de corectitudine nu mai exista. De exemplu, daca arcul 1 — 3 ar avea
costul 3, Dijkstra ar alege intai varful 3, cu eticheta definitiva 3, iar apoi relaxarea 4 —2 = 2 ar
veni prea tarziu. Costul corect ar fi 2, pe traseul 1 — 2 — 3. Pentru grafuri cu costuri negative
trebuie folosit Bellman—Ford.

I Problema propusa 22. Detectarea unui circuit negativ

a) Avem n = 5, deci 4 runde si o runda de verificare. Calculam dj, din dj_, relaxand toate
arcele.

Runda k|1 2 3 4 5 ‘ Ce se schimba

0 0 oo o0 oo oo
1 0 2 oo 5 oo|p2)=1p4=1
2 0 2 1 ) 8 [3:2-1, 5:5+3
3 0 2 1 -1 8 |41-2=-1, p(4)=3
4 0 0 1 -1 2[2 —1+41=0, p(2)=4 si 5: ~1+3=2
In runda de verificare, arcul 2 — 3 da d(2) — 1 = —1 < d(3) = 1. O etichets care incd scade

dupa n — 1 = 4 runde arata ca exista un circuit negativ accesibil din 1.
Pentru a-l1 determina, mergem inapoi pe predecesori pornind din varful 3, a carui eticheta a
scazut: p(3) = 2, p(2) =4, p(4) = 3. Ne-am intors in 3, deci circuitul este

2—53—->4—2, -1-2+1=-2<0.

Parcurgand de mai multe ori acest circuit, costul drumurilor spre 2, 3, 4 si 5 scade oricat, deci
pentru aceste varfuri nu existd drum de cost minim.

b) Cu w(4 — 2) = 4, circuitul 2 - 3 — 4 — 2 are costul —1 —2+4 =1 > 0. Rundele 1-3 sunt
identice cu cele de la a). In runda 4, pentru 2 obtinem —1 + 4 = 3, care nu este mai mic decat
2, iar pentru 5 obtinem —1 + 3 = 2:

Rundak:‘l 2 3 4 5

3 0 2 1 -1 8
4 0 2 1 -1 2

In runda de verificare nicio etichetd nu mai scade (de exemplu d(4) +4 = 3 > d(2) = 2), deci
nu existd circuit negativ. Costurile minime sunt d(2) = 2, d(3) = 1, d(4) = —1, d(5) = 2, pe
traseele 1 -+ 2,1 -2 —=3,1—-2—=3—=4sil—2—3—4— 5. Drumul spre 4 prin 2 si 3
(cost —1) este mai bun decét arcul direct 1 — 4 (cost 5).

I Problema propusa 23. Durata constructiei

Ordinea F, S, A,I,T, P, Z, M este o sortare topologica: fiecare activitate apare dupa predecesorii
ei. Predecesorii directi sunt: S: F. A, I: S. T: A, I. P: T. Z: A, T. M: P, Z.

a) Calculul inainte:
e " ES=0,EF=10. S: ES =10, EF = 30.
« A ES =30, EF =38. I: ES =30, EF = 42.
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o T incepe dupa A si I: ES = max(38,42) = 42, EF = 52.
e P: ES =052 EF =58. Z incepe dupa A si T: ES = max(38,52) =52, EF = 57.
o M incepe dupa P si Z: ES = max(58,57) = 58, EF = 61.
Durata minima a constructiei este 7' = 61 de zile.
Calculul inapoi, de la M spre F:
e M: LF =61, LS =58. PsiZ (succesor M): LF = 58, deci LS(P) =52 si LS(Z) = 53.
o T (succesori P, Z): LF = min(52,53) = 52, LS = 42.
o A (succesori T, Z): LF = min(42,53) =42, LS = 34. I (succesor T'): LF =42, LS = 30.
e S (succesori A, I): LF = min(34,30) =30, LS =10. F: LF =10, LS = 0.

Activitate F S A I T P Z M

Durata 10 20 8 12 10 6 5 3
ES/FEF 0/10 10/30 30/38 30/42 42/52 52 /58 52 /57 58 /61
LS/LF 0/10 10/30 34/42 30/42 42/52 52 /58 53 /58 58 /61
Rezerva R 0 0 4 0 0 0 1 0

Drumul critic este

F—-S—-I1—-T—P—M, 10420412+ 10+ 6 + 3 = 61 zile.

b) Rezervele sunt: 4 zile pentru acoperis, 1 zi pentru zugraveald si 0 pentru celelalte activitati,
care sunt critice.

c) Acoperisul are rezerva R(A) = LS(A) — ES(A) = 34 — 30 = 4, deci poate intarzia cel mult 4
zile. Verificare: cu o intarziere de 4 zile acoperisul se termina in ziua 38 + 4 = 42, exact cand
se termina si instalatiile, deci tencuielile incep tot in ziua 42. O Intarziere de 5 zile ar amana
tencuielile, deci si mutarea In casa, cu o zi.

I Problema propusa 24. O masa festiva

Masuram timpul In minute de la ora 10:00. Ordinea A,B,C,D,E,F,G,H este o sortare
topologica.

a) Calculul inainte:
e A: ES =0, EF = 60.
B, C, F incep dupa A: EF(B) =180, EF(C) =90, EF(F) = 110.
D (dupa B): ES =180, EF =270. E (dupa C): ES =90, EF = 110.
G (dupd E si F): ES = max(110,110) = 110, EF = 125.
e H (dupi D si G): ES = max(270,125) = 270, EF = 280.

Servirea se termina cel mai devreme dupa 280 de minute, adica 4 ore si 40 de minute, deci la
ora 14:40.

Calculul tnapot:

e H: LF = 280, LS = 270. D si G (succesor H): LF = 270, deci LS(D) = 180 si
LS(G) = 255.

o B (succesor D): LF =180, LS = 60. E (succesor G): LF = 255, LS = 235. F (succesor
G): LF = 255, LS = 205.
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o C (succesor E): LF =235, LS = 205.
o A (succesori B, C, F'): LF = min(60,205,205) = 60, LS = 0.

Activitate A B C D F F G H

Durata 60 120 30 90 20 50 15 10
ES/EF 0/60 60/18 60/90 180 /270 90 /110 60 /110 110 /125 270 / 280
LS/LF 0/60 60/180 205 /235 180 /270 235 /255 205 /255 255 /270 270 / 280
Rezerva R 0 0 145 0 145 145 145 0

Drumul critic este
A—-B—-D—H, 60 + 120 + 90 + 10 = 280 minute :

cumparaturile, marinarea, coacerea si servirea. Marinarea si coacerea dureaza mult, iar celelalte
pregatiri se pot face in paralel cu ele.

b) Pregatirea legumelor are rezerva R(C) = 205 — 60 = 145 de minute, adica 2 ore si 25 de
minute. Ea poate incepe cel mai devreme la 11:00 si cel mai tarziu la 13:25 fara sa intarzie
servirea.

c¢) Desertul ar dura 50 + 40 = 90 de minute. Intarzierea de 40 de minute este mai mica dect
rezerva R(F) = 145, deci ora servirii nu se schimba. Intr-adevar, desertul s-ar termina la minutul
60 + 90 = 150, aranjarea mesei la 150 + 15 = 165, mult Tnainte de minutul 270, cdnd se termina
coacerea carnii. Servirea se incheie tot la ora 14:40.
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